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Kapitel 1

Einleitung

Wir befassen uns in dieser Arbeit mit der Struktur von Gruppenringen endlicher Gruppen
iiber diskreten Bewertungsringen, vor allem mit der algorithmischen Bestimmung ebendie-
ser. Das ist in dieser Formulierung etwas irrefithrend, denn eigentlich sind wir ja in der
Darstellungstheorie hauptsichlich an den Moduln von RG interessiert, da diese Darstel-
lungen von G entsprechen (hier in Endg(M)* fiir R-Moduln M). Der Ring RG ist uns in
allen nicht-trivialen Beispielen zu grof, um Fragen wie z. B. “Wieviele nicht-dquivalente
Erweiterungen gibt es von zwei gegebenen Moduln?” oder “Wieviele Isomorphietypen von
RG-Gittern gibt es in einem vorgegebenem K G-Modul?” algorithmisch beantworten zu
konnen. Wir wollen den Ring RG also gegen einen kleineren Ring (sprich: von kleinerer
Dimension) eintauschen, dessen Moduln wir mit denen von RG identifizieren kénnen. Das
Konzept, das hierfiir notig ist, ist das der sogenannten “Morita-Aquivalenz” zwischen Rin-
gen. Unser Ziel ist nun genauer formuliert die Bestimmung des (eindeutigen) kleinsten zu
RG Morita-dquivalenten Rings, den wir als “Basisordnung” von RG bezeichnen.

Algorithmisch kommen wir im Wesentlichen auf zwei Arten direkt an zu RG Morita-
dquivalente Ringe: Zum einen werden wir sehen, dass wenn wir ein Idempotent e in RG
kennen, welches noch eine Zusatzbedingung erfiillen muss, dass dann RG Morita-dquivalent
zu e - RG - e ist. Die Idempotente bekommen wir aus der Kenntnis von Untergruppen
H < G, denn ist |H| eine Einheit in R, so ist z. B. ﬁ > ney b ein Idempotent in RG.
Dieses Verfahren, als “Kondensation” bekannt liefert uns schon einmal einen kleineren zu
RG Morita-dquivalenten Ring, was fiir die weitere Rechnung vorteilhaft ist, aber an eine
Basisordnung kommen wir so nicht heran. Die zweite Moglichkeit, an Morita-dquivalente
Ringe zu kommen, ist, die projektiv-unzerlegharen RG-Moduln explizit zu bestimmen.
Sind Py,..., Ps Vertreter der Isomorphietypen ebendieser, so ist Endgrg(P @ ... ® Ps)°P
eine Basisordnung von RG. Einen Algorithmus zur (effektiven) Konstruktion der projektiv-
unzerlegbaren RG-Moduln zu finden ist daher unser Hauptanliegen.

Fiir diesen Algorithmus ist die Voraussetzung, dass RG ein Gruppenring ist, nicht
unbedingt notwendig. Wir brauchen eigentlich nur die Eigenschaft, dass K®r RG, also KG,
halbeinfach ist. Wir werden also stets von R-Ordnungen A in halbeinfachen K-Algebren
A sprechen, und erwarten, dass diese uns eingebettet in die Wedderburnzerlegung von
A gegeben sind. Im Falle von Gruppenringen heifit das konkret, dass wir die irreduziblen
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Darstellungen von G iiber K kennen miissen (was natiirlich eine starke Zusatzvoraussetzung
ist).

Der Punkt ist nun, dass die projektiv-unzerlegbaren A-Moduln, sofern R hinreichend
grofs (oder vollstidndig) ist, sich allein durch ihre Dimension und die Tatsache, dass sie
einfachen “Kopf” haben, charakterisieren lassen. Wir werden zeigen, dass wir unter be-
stimmten Voraussetzungen aus zwei A-Gittern P und @ mit (gleichem) einfachem Kopf
ein Amalgam von P und @ konstruieren konnen, welches ebenfalls einfachen Kopf hat.
Entscheidend (im Hinblick auf die Geschwindigkeit des Algorithmus), ist, dass wir hierbei
nicht den Teilgitterverband von P @ @ durchsuchen, sondern lediglich eine (bestimmte)
Kette von Teilmoduln herunterklettern miissen, um dieses Amalgam zu finden.

Die Voraussetzung an P und @), von der wir oben gesprochen haben, ist, dass es kein
A-Gitter ungleich {0} geben darf, dass epimorphes Bild von beiden ist. Da unser Vorge-
hen sein wird, den oben erwidhnten Algorithmus mit einem bereits konstruierten P einem
irreduzibles Gitter () durchzufiihren, bis wir das projektiv-unzerlgbare Gitter erreicht ha-
ben, konnen wir die obige Bedingung umformulieren in: @) soll irreduzibel sein und nicht
epimorphes Bild von P. Dass wir so ein ) immer finden kénnen, wenn P nicht bereits
das projektiv-unzerlegbare A-Gitter mit dem betreffenden Kopf ist, kénnen wir unter recht
allgemeinen Voraussetzungen zeigen.

Mit diesen Methoden konnen wir einige nicht-triviale Basisordnungen bestimmen, z. B.
die von ZyS7, Z2Ss, Z2S9 und die des Hauptblocks von Zy Mi5. Wir interessieren uns vor al-
lem fiir die Fille, die nicht mit den Methoden, die in [Ple83] und [Neb99| verwandt werden,
behandelt werden konnen. Das ist im Wesentlichen dann der Fall, wenn Zerlegungszahlen
grofser 1 in der Zerlegungsmatrix von A vorkommen.

Neben diesen direkten Methoden kénnen wir auch versuchen eine Basisordnung von RG
zu bestimmen, indem wir weitere Eigenschaften von RG als R-Ordnung ausnutzen. Hier
bietet sich die Tatsache an, dass RG beziiglich der Spurbilinearform, die von der regulédren
Spur induziert wird, ein selbstduales Gitter ist, und dass sich diese Figenschaft auf die
Basisordnung (beziiglich einer anderen Spurbilinearform) iibertriagt. Als Ausgangspunkt
kann hier die Basisordnung von @le g;RG dienen, wo 1, ...,¢; ein Satz zentraler (nicht
notwenigerweise primitiver) Idempotente in RG sei mit &1 + ... + ¢ = 1rg. Wir kénnen
dann einen Algorithmus angeben, der in dieser Basisordnung alle selbstdualen Teilord-
nungen findet. Im Allgemeinen werden das aber mehrere sein. Hier konnte sich dann ein
Algorithmus als niitzlich erweisen, der testet, ob zwei solche Ordnungen isomorph sind,
um die Zahl der Moglichkeiten fiir die Basisordnung zu reduzieren. Eindeutige Ergebnisse
kénnen wir mit diesen Mitteln jedoch nicht erwarten.



Kapitel 2

Ringe und Ordnungen

2.1 Grundlegende Definitionen & Voraussetzungen

Notation 2.1.1 (Konventionen) (i) Wenn wir sagen “M ist Modul”, so meinen wir
stets “M ist Rechtsmodul”.

(i) Wenn wir zwei Abbildungen ¢ : X — Y und ¢ : Y — Z, so meinen wir mit
“o -7 die die Komposition “erst ¢ anwenden, dann 7, mit 1) o @ meinen wir die
umgekehrte Komposition.

(111) Endomorphismenringe von Rechts-, Links- und Bimoduln fassen wir stets als Ringe
mit der Multiplikation “” auf (nicht “o”!). So wird jeder Rechts-, Links- und Bimodul
zu einem Rechtsmodul iber seinem Endomorphismenring.

Definition 2.1.2 (Diskreter Bewertungsring) Wir nennen einen Hauptidealbereich R
mit Qutotientenkirper Quo(R) von Charakteristik Null, der genau ein Primideal {0} # p =
(T) g besitzt, sodass die Charakteristik von £ gleich p > 0 ist, einen diskreten Bewertungs-
ring. Die FExponentenbewertung beziiglich m bezeichnen wir mit v,.. Wir merken an, dass
die FEinschrinkung an Quotientenkdrper- und Restklassenkdrpercharakteristik tiblicherweise
nicht gemacht wird.

Definition 2.1.3 (Ordnung & Gitter) Fir einen diskreten Bewertungsring R nennen
wir eine R-Algebra A, die als R-Modul endlich erzeugt und frei ist, eine R-Ordnung. Finen
endlich erzeugten A-Modul M, der als R-Modul frei ist, nennen wir A-Gitter. Wir nennen
ein A-Gitter L irreduzibel, wenn Quo(R) ®g L ein einfacher Quo(R) @ g A-Modul ist.
Fin R-Gitter L, das in einem Quo(R)-Vektorraum V enthalten ist, nennen wir ein

volles Gitter in 'V, wenn L - Quo(R) =V gilt. Analog sprechen wir von vollen Ordnungen
in Quo(R)-Algebren.

Bemerkung 2.1.4 Seien die Bezeichnungen wie in der obigen Definition. Da R ein
noetherscher Ring ist, und ein A-Rechtsideal in A insbesondere ein R-Teilmodul des e.e. R-
Moduls A ist, ist A ein noetherscher Ring. Insbesondere sind ein- und zweiseitige A-Ideale
stets endlich erzeugt.
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2.2 Das Jacobson-Radikal

Definition 2.2.1 (Radikal) Das (Jacobson-)Radikal Jac(A) eines Rings A ist definiert
als
Jac(A) := ﬂ Ann,(S)
S einfacher A-Modul
Aquivalent lisst sich Jac(A) charakterisieren als der Schnitt aller mazimalen Rechtsideale
in A (oder auch aller mazimalen Linksideale).

Bemerkung 2.2.2 Aus der Definiton folgt sofort, dass wenn R ein diskreter Bewertungs-
ring ist (lokaler Ring reicht auch) mit mazimalem Ideal p, dann ist Jac(R) = p.

Lemma 2.2.3 (Nakayama) Sei A ein Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul. Ange-
nommen es gilt M - Jac(A) = M, so folgt M = {0}.

Beweis. Nach Lemma von Zorn existieren in endlich erzeugten Moduln # {0} maximale
(echte) Teilmoduln. Sei N ein solcher in M. Dann ist & einfach, also Jac(A) C Ann, (),
und demnach M - Jac(A) € N G M. Wenn M 2 {0} gilt folgt also M - Jac(A) G M. O

Lemma 2.2.4 (Grundlegendes zum Radikal) Sei A ein Ring.
(1) Jac(A) ist ein zweiseitiges Ideal in A.

(2) Ist I C Jac(A) ein zweiseitiges Ideal in A, so gilt Jac (?) = w.
st R C ewn Teilring des Zentrums von as schliefst 14 = 1p emn) un

3) Ist R C Z(A) ein Teilring des Z. A (d hliefit 1 1p €i d A
endlich erzeugt als R-Modul, so gilt Jac(R) C Jac(A).

(4) Ist A artinsch (sprich der regulire A-Modul ist artinsch), so ist Jac(A) nilpotent, d.
h. es existiert ein n € N mit Jac(A)" = {0}.

(5) Jedes nilpotente zweiseitige Ideal in A ist in Jac(A) enthalten (auch dann wenn A
nicht artinsch ist).

Beweis.

(1) Jac(A) ist sowohl als Schnitt von Rechtsidealen schreibbar wie auch von Linksidealen,
also sowohl Rechts- als auch Linksideal.

(2) Die Rechtsideale von ? stehen nach Homomorphiesatz in Bijektion zu den Rechtsidea-
len von A, die I umfassen. Insbesondere gilt das auch fiir die maximalen Rechtsideale,
diese umfassen aber geméf der obigen Definiton allesamt Jac(A), also auch I. Sei also
M die Menge der maximalen Rechtsidiale in A (und demnach {®™H | m € M} die

Menge der maximalen Rechtsideale in £) so gilt

()4 Q) 1y (1 g (4)

meM
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(3) Sei S ein einfacher A-Modul. Dann ist S = £ fiir ein maximales Ideal m < A,
also insbesondere ist S auch als R-Modul endlich erzeugt. Also gilt nach Nakayama-
Lemma S - Jac(R) & S. Ferner ist S - Jac(R) auch wieder ein A-Modul, denn S -
Jac(R) -a =8 -a-Jac(R) C S - Jac(R), da Jac(R) C Z(A). Da S einfach war ist
also S - Jac(R) = {0} und folglich Jac(R) C Ann,(S). Da S ein beliebiger einfacher
A-Modul war folgt Jac(R) C Jac(A).

(4) A artinsch impliziert, dass alle Rechtsideale in A endlich erzeugt sind. Also insbeson-
dere alle Potenzen von Jac(A). Damit folgt aus dem Nakayama-Lemma Jac(A)*! &
Jac(A)* fiir alle k£ mit Jac(A)* # {0}. Man hat also eine absteigende Kette

Jac(A) D Jac(A)? D Jac(A)?* D ...

die stationédr werden muss da A artinsch ist und wie eben gesehen nur bei {0} sta-
tionér werden kann. Also finden wir ein n mit Jac(A)" = {0}.

(5) Sei I < A nilpotent, und S ein einfacher A-Modul. Dann ist S - I ein Teilmodul von
S, also entweder S - I = S oder S- I = {0}. Angenommen es gilt S -1 =S5, so folgt
S . I* = S fiir alle k € N. Andererseits gibt es aber ein n € N sodass I" = {0}, also
S - I = {0}. Also folgt S - I = {0} und daher I C Annx(S). Da S ein beliebiger
einfacher A-Modul war folgt I C Jac(A).

O

Satz 2.2.5 (Krull) Sei A ein noetherscher Ring und M ein e. e. A-Modul. Dann gilt

ﬂ M - Jac(A)* = {0}

keN

Beweis. Teilmoduln endlich erzeugter Moduln iiber noetherschen Ringen sind wieder
endlich erzeugt. Also ist N := oy M - Jac(A)* < M endlich erzeugt. Ferner sieht man
leicht dass N - Jac(A) = N gilt und damit folgt nach Nakayama-Lemma, dass N = {0}
ist. O

Lemma 2.2.6 (Pro-Nilpotenz des Radikals) Sei R ein kommutativer Ring sodass

WI?R) artinsch ist und A eine R-Algebra, die als R-Modul endlich erzeugt ist. Dann gilt:

(1) Es existiert ein n € N sodass

Jac(A)" C Jac(R) - A

(2) Gilt fiir irgendein zweiseitiges Ideal I < A dass I* C Jac(R) - A fiir ein k € N, so
folgt I C Jac(A).
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Beweis. Die Aussagen sind analog zu Lemma 2.2.4 (4) und (5). Zuerst einmal ist R C
Z(A), und damit Jac(R)- A = A- Jac(R) ein zweiseitiges Ideal in A. Ferner gilt nach 2.2.4
(3), dass Jac(R) - A C Jac(A). Nach 2.2.4 (2) ist folglich

Jac(A) A
— Y =Jac | ———~
Jac(R) - A Jac(R) - A
m kann als W—Modul aufgefasst werden, ist als solcher endlich erzeugt und damit
artinsch. Da jedes W—Rechtsideal auch ein %}R)—Modul ist, ist W
Ring). Damit folgt nach 2.2.4 (4), dass ein n existiert sodass

(%)n = {0+ Jac(R) - A}

also Jac(A)" C Jac(R) - A. Damit ist (1) gezeigt. Die Behauptung (2) folgt analog mit
2.2.4 (5). 0

R

artinsch (als

Lemma 2.2.7 (Radikal von Teilringen) . Sei A ein Ring und B C A ein Teilring.
Ferner komme jeder einfache B-Modul als Subquotient eines einfachen A-Moduls vor (d.
h. S einfacher B-Modul —> es existiert ein einfacher A-Modul S" und B-Teilmoduln T' <p
T <p S'|p sodass 7 =p S). Dann gilt Jac(A) N B C Jac(B).

Beweis. Sei z € Jac(A) N B. Dann gilt fir jeden einfachen A-Modul S’; dass

x € Anny(S’) N B = Anng(5’|p). Damit annuliert z auch jeden Subquotienten von
S’, also nach Voraussetzung jeden einfachen B-Modul S. Nach Definition gilt also
x € Jac(B). O

Definition 2.2.8 Ein Ring A heifit halbeinfach, wenn Jac(A) = {0} gilt und A artinsch
ist. Wir gehen davon aus, dass dem Leser die wesentlichen Aussagen tber halbeinfache
Ringe bekannt sind (insbesondere der Satz von Wedderburn). Ansonsten sei auf [Rei75],
Kapitel 1.7 verwiesen.

Definition 2.2.9 (Radikal von Moduln) Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Dann
definieren wir das Radikal von M als

Jac(M) = ﬂ N

N maz. Teilmodul von M

Lemma 2.2.10 Sie A ein Ring, artinsch (also halbeinfach), und M ein endlich

A
Jac(A)
erzeugter A-Modul. Dann gilt

Jac(M) = M - Jac(A)

Insbesondere kann also der Radikalquotient JML([M) (auch Kopf von M genannt) als h%@—
Modul aufgefasst werden, und ist damit halbeinfach, d. h. direkte Summe einfacher A-
Moduln.
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Beweis. #[C(A) ist ein ﬁ@)—Modul, also direkte Summe einfacher Moduln. Damit
ist der Schnitt aller maximalen Teilmoduln von ——2L— Null. Somit ist M - Jac(A) der

M-Jac(A
Schnitt aller maximalen Teilmoduln von M, die M - f]zau)c(A) umfassen. Wir miissen also
nur noch zeigen, dass jeder maximale Teilmodul von M M - Jac(A) umfasst. Sei also N
ein maximaler Teilmodul von M. Dann ist & einfach, also & - Jac(A) = {0+ N}. Also
gilt M - Jac(A) C N. O

2.3 Morita-Aquivalenz

In diesem Abschnitt geht es darum zu kldren, unter welchen Voraussetzungen fiir zwei
Ringe A und B die Modulkategorien M4 und Mp als abelsche Kategorien dquivalent
sind, d. h. wann additive Funktoren 7 : My — Mpund G : Mp — M, sodass
F oG und G o F isomorph sind zum Identitatsfunktor auf M 4 respektive M. Unter der
Voraussetzung, dass M4 und Mp in diesem Sinne dquivalent sind kénnen wir explizit
Funktoren ' : My — Mp und G’ : Mp — M4 konstruieren, die eine Aquivalenz
herstellen. Die Klasse von Aquivalenzen, die wir konstruieren kénnen bezeichnen wir als
Morita-Aquivalenzen. Dieser Abschnitt richtet sich im Wesentlichen nach [Ben91] Kapitel
2.2.

Definition 2.3.1 Seien A und B Ringe. Die Modulkategorien M s und Mg heiffen aqui-
valent (als abelsche Kategorien), falls kovariante Funktoren F : My — Mp und
G: Mp — My existieren sodass folgendes erfillt ist:

(1) Fiir beliebige X,Y € My ist
Homu(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)): a— F(a)
ein Homomorphismus abelscher Gruppen. Analog fir G. Mit Bedingung (4) unten
folgt auch automatisch, dass es sich um Isomorphismen handelt.

(2) F erhilt Kerne und Cokerne, d. h. F ist exakt.
(3) Fir beliebige Indexmengen I und Moduln M; € My, N; € Mp gilt

f(@ M;) = @]—“(Mi) und g(@ N;) = @ G(N;)

(4) Fir jedes X € My ezistiert ein Isomorphismus sy € Homa(X,G(F(X))) und fir
jedes Y € Mg existiert ein Isomorphismus ty € Hompg(Y,F(G(Y))) sodass die
folgende zwei Diagramme fir alle X, Y € My, € Homa(X,Y), X', Y € Mp,d €
Hompg (X', Y') kommutieren:

«

X

Y
lsx \LSY \thl
G(F(a)

G(F (X)) —=G(F(Y)) F(G(X")

Y/

\Ltyl

—F(G(")
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In dieser Situation nennen wir GoF und F oG auch isomorph zum Identitdtsfunktor

auf My bzw. Mp.

Bemerkung 2.3.2 (Strukturerhaltende Eigenschaften) In der obigen Situation gilt
unter Anderem:

(1) Sei M € My. Dann ist Enda(M) = (Homa(M,M),+,-) ein Ring, ebenso
Endg(F(M)) = (Homp(F(M),F(M)),+,-) (wobei o - 5 wie dblich den Endomor-
phismus “erst a dann 37 bezeichne).

Ends(M) — Endg(F(M)) : aw— F(a)

wird durch 2.3.1 (1) (liefert F(o + B) = F(a) + F(B) und Bijektivitit) und der
Definition eines Funktors (liefert F(ida) = idp und F(a - f) = F(a) - F(B)) zu
einem Ringisomorphismus. Also Enda(M) = Endg(F(M)).

(2) M € My ist projektiv genau dann wenn F(M) € Mg projektiv ist.
(3) M € My ist endlich erzeugt genau dann, wenn F (M) endlich erzeugt ist.

(4) M erzeugt My (d. h. jeder A-Modul in epimorphes Bild einer direkten Summe von
M) genau dann wenn F(M) Mg erzeugt.

Definition 2.3.3 Sei A ein Ring. Ein Modul M € M, der endlich erzeugt und projektiv
ist sowie die Kategorie M 4 erzeugt heifst Progenerator von My.

Definition 2.3.4 Wir sagen, fir einem Ring A gilt der Satz von Krull-Schmidt, wenn
jeder endlich erzeugte A-Modul direkte Summe von unzerlegbaren A-Moduln My, ..., M,
(n € N) ist, und die M; bis auf Reihenfolge und Isomorphie eindeutig bestimmt sind. Ins-
besondere existieren dann nur endlich viele Isomorphietypen Py, ..., P, von unzerlegbaren
projektiven A-Moduln (namlich die Isomorphietypen von direkten Summanden von Ay ).

Wir werden im ndchsten Abschnitt zeigen, dass der Satz von Krull-Schmidt fir R-
Ordnungen gilt, wo R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring ist.

Bemerkung 2.3.5 (1) Jeder endlich erzeugte freie Modul ist offensichtlich ein Progene-
rator, also insbesondere existieren Progeneratoren in Modulkategorien. Im Gegensatz
zur Eigenschaft eines Moduls, frei zu sein, bleibt die Eigenschaft Progenerator zu sein
jedoch unter Aquivalenzen erhalten (wegen Bemerkung 2.8.2 (2),(3) und (4)).

(2) Seien A,B Ringe, F eine Aquivalenz von My und Mpg. Wir haben stets A =
Ends(AA)° (als Ringe). Mit Bemerkung 2.3.2 (1) folgt A = Endp(F(A))°P. Mit
(1) ist F(Aa) Progenerator von Mpg. Die Modulkategorien von zwei Ringen A und B
sind also hochstens dann dquivalent, wenn B der Endomorphismenring eines Proge-
nerators von A ist. Ziel dieses Abschnittes ist, das “hdchstens dann wenn” im letzten
Satz durch ein “genau dann wenn” zu ersetzen.
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(3) Ein e. e. projektiver Modul M ist genau dann Progenerator wenn fir irgendeine
endliche Indexmenge I ein freier Modul direkter Summand von @, ; M ist (folgt
direkt aus der Definition eines Progenerators und der Tatsache, dass Epimorphismen
auf freie/projektive Moduln splitten).

(4) Sei A ein Ring in dem der Satz von Krull-Schmidt gilt, Py, ..., P, € M4 Vertreter
der Isomorphieklassen projektiv unzerlegbarer A-Moduln und P ein endlich erzeugter
projektiver A-Modul. Dann lisst sich P schreiben als

n ki
PZG?@B, ki, ... kn € Zsg

Dann ist P genau dann Progenerator, wenn alle k; > 1.

Definition 2.3.6 (Morita—Aquivalenz) Seien A und B Ringe. A und B heiflen Morita-
aquivalent genau dann wenn ein A-B-Bimodul 4 Pg und ein B-A-Bimodul g(Q) o zusammen
mit einem A-A-Bimodulepimorphismus

0 :APp®p pQa — aAa (= A als Menge)
und einem B-B-Bimodulepimorphismus
Y : pQa ®a aPp — gBp (= B als Menge)

existieren, die die Assoziativititsrelationen

ep@q)- P = p Plg@p) und ¢ -epRq) =Y ®@p)- ¢
—_——— N N—— N —— e —
cA €aPp €aPp eB €BQa cA €B €BQa

fiir alle p,p’ € APg, q,q € gQa erfillen.

Bemerkung 2.3.7 (Anmerkungen zur Definition 2.3.6) (1) Aus den Assoziativi-
tatsrelationen folgt automatisch, dass ¢ und v auch injektiv sind, und somit 4Pp ®p
BQA = AA4 als A-A-Bimodul und pQa ®a aPp = gBp als B-B-Bimoduln.

(2) F = — @4 4aPp und G := — ®p pQa definieren eine /Iquz'valenz von Kategorien,
denn

GoF =(—®aaPp)®ppQRa=—®4(4PpRppQa) = —®4 444 =idpm,

und analog

FoG=(—®ppQa) @4 4P = —®p (Qa R4 aPp) = — ®p pBp = idm,
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Beispiel 2.3.8 Sei A ein Ring, n € N. Wir setzten B := A™"™. Mit der Notation von
Definition 2.3.6 setzen wir 4Pg = AY", gQ 4 := A™. Definiere weiter

o A At S A (zyy) Ty
w: An><1 XAan_>An><n: (:E,y)'—>xy

Aus der Assoziatwvitdt der Matrixmultiplikation folgt, dass ¢ A™*"-abgeglichen und 7Z-
bilinear ist, weswegen @ dber A™™ @ gnxn A faktorisiert, was und eine Abbildung ¢
wie in 2.5.6 liefert. Weiter gilt p(ax @ y) = p(ax,y) = ary = a(xy) = ap(r @ y) und ana-
log p(r ® ya) = zya = (xy)a = p(r @ y)a, also ist p ein A-A-Bimodulhomomorphismus.
Analog bekommt man v aus 7,@ @ ist surjektiv, weil ¢ surjektiv ist (offensichtlich). 1 ist
surjektiv, weil @/AJ mit zumindest alle Matrizen mit genau einem Eintrag 1 und sonst Nullen
trifft, und Bild(v)) demnach mindestens deren A-A-Bimodulerzeugnis umfasst, was aber
schon A™*"™ ist. Die Assoziativitdtsrelationen in 2.3.6 folgen ebenso elementar aus der As-
soziativitdt des Matrizprodukt. Also sind A und A™™ Moritadquivalent mit den Bimoduln
AAYT psn und gnxn A" 4. Dieses Beispiel wird im folgenden Satz verallgemeinert.

Satz 2.3.9 (Morita) Seien A ein Ring, M ein Progenerator von Ma und B =
Enda(M)°P. Dann sind A und B Morita-dquivalent.

Beweis. Nehme Q4 := M (jeder A-Rechtsmodul X ist ein Enda(X)°P-A-Bimodul,
wenn man die Endomorphismen durch anwenden operieren ldsst). Weiter sei 4 Pp :=
Hom, (M, A4) mit der natiirlichen Bimodulstruktur (d. h. sei f(—) € 4Pg,a € A, € B
dann definiere a - f(—) :=[m +— a- f(m)] und f(—) o := (f o ¥)(—)). Definiere ¢ und ¥
als

@ \HomA(M, AL) Qenasmyr M — A f@m— f(m)

:APBgBBQA
w M ®A HOHIA(M, AA) — EndA(M)Op T me f — [37 = m - f(l’)]
:BQAgAAPB -B

Wohldefiniertheit und dass es sich um Bimodulhomomorphismen handelt iiberpriift man
wie in 2.3.8. Zu den Assoziatitiditsbedingungen:

@(f®m)-g=f(m)-i1=[IHf(m)-g(

)= folerm-g)] = fot(msg)
n-(f@m) =n- f(m)=[z—n- )-m

(x x
z)l(m) =@ f)(m) =¢ne f)-

wobei n,m € M, f,g € Homa(M, A4) beliebig.

Zur Surjektivitat von ¢: Wir wissen, dass eine Indexmenge [ existiert, sodass es einen
Epimorphismus a € Homa(€D,.; M, A4) gibt. Wihle ein m € o~ '(14). Dann existiert eine
endliche Menge J C I und m; € M fiir alle j € J sodass m = }_._;¢;(m;), wobei ;
die Einbettung von M in die j-te Komponente von @,_.; M bezeichne. Also 14 = a(m) =
diesalti(my)) =, plaot; ®my). Folglich liegt die Eins im Bild von ¢ und damit ist
@ surjektiv.
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Nun zu ¢: Wir finden eine endliche Indexmenge I’ sodass ein Epimorphismus § €
Hom 4 (6D, Aa, M) existiert, denn M ist nach Definition eines Progenerators endlich er-
zeugt. Weil M projektiv ist existiert ein v € Homs (M, P, Aa) mit ya = idy,. Sei fiir
(€;)icr ein freies Erzeugendensystem von €, ., A4, und

iel’

it @ Aa —» Axr ej= 01y

die zugehorigen Projektionen. Dann gilt

V(Y Ble) @moy)(m) = Bler) - m(y(m)) = (Z Blei) - m) (v(m)) = B(y(m)) =m

iel’ iel’ iel’

und folglich ist } ., B(e;) ® m; oy ein Urbild von idy; unter . Damit ist alles gezeigt. []

Definition 2.3.10 (Basisring) Sei A ein Ring, fir den der Satz von Krull-Schmidt gilt,
und Py, ..., P, Vertreter der Isomorphieklassen projektiv-unzerlegbarer A-Moduln. Nach
Bemerkung 2.3.5 (4) ist klar, dass Py & ... ® P, eindeutiger minimaler Progenerator in
My ist (minimal in dem Sinne, dass er direkter Summand jedes anderen Progenerators
ist). Mit dem letzten Satz ist also A Moritadquivalent zu

Enda(P1) Homa(P2,P1) Homa(P3,P1) -+ Homa(Pn,P1)

Hom 4 (P1,P») Enda(P2) Homp (P3,P2) *++ Homa(Pn,P2)

EndA(Pl @ . @ Pn)op >~ HomA(Pl,Pg) HomA(Pz,Pg) EndA(Pg) st HOInA(Pn,Pg)
Homy (P1,Pn) Homa(P2,P,) Homa(Ps,P,) - Enda(Pn)

wober die Multiplikation im rechten Ring durch die tibliche Matrixmultiplikation beziiglich
“+7 und “o” gegeben ist (durch den “o” verschwindet das “op”). Wir nennen diesen Ring
Basisring von A (bzw. Basisalgebra oder Basisordnung wenn A eine Algebra oder Ordnung
ist). Man sieht leicht, dass sich der Satz von Krull-Schmidt auf Morita-aquivalente Rin-
ge tbertrigt, womit alle zu A Morita-dquivalenten Ringe ebenso einen Basisring haben,

welcher dann isomorph zum Basisring von A ist.

Lemma 2.3.11 (Morita-Aquivalenz und Idempotente) Ist A ein Ring in dem der
Satz von Krull-Schmidt gilt und e € A ein Idempotent, so ist eA projektiv. Ist eA Pro-
generator von My, so ist der Ring eAe Morita-dquivalent zu A. Ist ferner eA minimaler
Progenerator so ist eAe der zu A gehirige Basisring.

Beweis. Mit e Idempotent ist eA projektiv, denn eA @ (1 —e)A = A, d. h. eA ist direkter
Summand eines freien Moduls (eA + (1 —e)A = A ist klar; sei x € eAN (1 —e)A, so
ist ¥ = ea = (1 —e)b fiir a,b € A, also v = ea = e?a = ex = e(l —e)b = 0b = 0 =
eAN(1—e)A = {0}, d. h. es handelt sich tatsdchlich um eine direkte Summenzerlegung).
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Ist eA Progenerator von M 4, dann ist A Morita-dquivalent zu

als Ringe

Enda(eA) = Homy(eA,eA) = eAe

U
Lemma 2.3.12 (Radikal in Matrixringen) Sei A ein Ring, n € N. Dann gilt
Jac(A™ ™) = Jac(A)™"
Beweis. Wie wir gesehen haben induziert F := — ®4 A" eine Aquivalenz zwischen

My und M gnxn. Insbesondere gilt also: Ist I eine Indexmenge und {S; | i € I} ein
Vertretersystem der Isomorphieklassen einfacher A-Moduln, so ist {F(S;) = S}*" | i € I}
ein Vertretersystem der Isomorphieklassen einfacher A"*"-Moduln.

Nun hat man offensichtlich Ann,4(S; )”X" C Ann gnxa (S; ™) fiir alle i. Sei andersherum
X € Anngnxn (S}*™") gegeben. Sei m € {1,...,n}, dann bekommt man

0...0 8 0...0-X=[8 Xpn1 Si-Xma - Si-Xpn]={0}
-te Stell

und folglich X, ; € Anny(S;) fiir alle j € {1,...,n}. Wir haben also
Anny(S;)™" = Anngnxa (S; ")

gezeigt. Nun setzen wir noch alles zusammen:

Jac(A™™) et mAnnAnxn (S)*m) = mAnnA ) = <m Anna (S, ) Def Jac(A)™"

el i€l i€l

O

2.4 Ordnungen und Gitter
Lemma 2.4.1 (Fitting) Sei A ein Ring, M ein A-Modul und ¢ € Enda(M). Dann gilt
(i) Ist M artinsch, so existiert ein n € N mit
Bild(¢") = Bild(¢"™) = Bild(p"™?) = . .. (2.1)

und fiir dieses n gilt Kern(¢") 4+ Bild(¢") = M.
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(11) Ist M noethersch, so existiert ein m € N mit

m—i—l)

Kern(¢™) = Kern(p = Kern(¢p™?) = ... (2.2)

und fiir dieses m gilt Bild(¢™) N Kern(¢™) = {0}.
(111) Ist M artinsch und noethersch, so gibt es ein k € N mit

M = Bild(*) @ Kern(¢")

Beweis.

(i) M > Bild(y) > Bild(p?) > Bild(¢®) > ... ist eine absteigende Kette von Teilmoduln
von M, und da M artinsch ist muss eine solche stationdr werden. D. h. es existiert ein
n sodass (2.1) erfiillt ist. Bild(p") + Kern(¢™) = M gilt, da aus Bild(p") = Bild(x*")
folgt, dass zu jedem v € M ein v’ € Bild(¢™) existiert mit ¢™(v) = ¢™(v’), und damit
v—12" € Kern(¢"). v = v 4+ (v — ) ist dann die gesuchte Darstellung als Summe
eines Elements in Bild(¢") und eines aus Kern(p™).

(ii) Kern(p) < Kern(p?) < Kern(p?) < ... ist eine aufsteigende Kette von Teilmoduln
von M, und da M noethersch ist wir diese stationidr. Somit existiert ein m, sodass
(2.2) erfiillt ist. Sei 0 # v € Kern(¢™) N Bild(¢™). Dann existiert ein v* € M mit
@™ (V") = v, also v € Kern(¢*™) und v' ¢ Kern(¢™) im Widerspruch zu Kern(p™) =
Kern(¢*™). Also Kern(¢™) N Bild(¢™) = {0}.

(iii) Folgt aus (i) und (ii) mit k¥ = max{n, m}. O

Lemma 2.4.2 (Liften von Idempotenten) Sei R ein vollstindiger diskreter Bewer-
tungsring und A eine R-Ordnung. Weiter Sei N C Jac(A) ein zweiseitiges Ideal und
A =L Dann gilt: Ist ey, ..., &, ein Satz orthogonaler Idempotente in A mit

T N
e +...+e, =13
dann existieren orthogonale Idempotente ey, ..., e, in A mit
e1+...+e, =1,
unde; + N =¢; firi=1,...,n.

Beweis. Siehe [Rei75], Kapitel 1, Theorem (6.19). O

Folgerung 2.4.3 Ist R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring, A eine R-Ordnung und
M ein unzerlegbarer A-Modul, so ist Endy (M) ein lokaler Ring.
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Beweis. Endj (M) ist als R-Modul endlich erzeugt, denn es kann als Teilmodul von
Endg(M) aufgefasst werden. E := % ist also artinsch, und damit halbeinfach.
Wenn E Schiefkorper ist sind wir fertig, denn dann ist offensichtlich Jac(Enda(M)) ein
maximales Ideal in End, (M). Ansonsten hétte E als halbeinfacher Ring zwei nicht-triviale,
orthogonale Idempotente e7,e; mit e; + é; = 1g. Nach Lemma 2.4.2 gébe es also zwei
nicht-triviale, orthogonale Idempotente e;, €5 in Enda (M) mit e; + e5 = idy,. Dann wiére
M = e;(M) & ez(M) eine nicht-triviale direkte Summenzerlegung, im Widerspruch zur
Unzerlegbarkeit von M. O

Satz 2.4.4 (Krull-Schmidt) Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring und A ei-
ne R-Ordnung. Weiter set M ein endlich erzeugter A-Modul. Seien

M=N&...®N, (2.3)

und
M=Li®&...®L, (2.4)

zwei Zerlegungen von M als direkte Summe unzerlegbarer A-Moduln (eine solche Zerlegung
existiert stets, da M endlichen Rang als R-Modul hat). Dann gilt n = m und es existiert
eine Permutation ™ € S, mit N; = L) fir alle i € {1,...,n}.

Beweis. Definiere 7y, € Enda (M) und 7z, € Endy (M) (i = 1,...,n) als die Projektionen
auf die jeweiligen N;’s bzw. L;’s. Dann gilt

idy, = (idar 7n)| = Y 7w, 7

i=1
Da idy, eine Einheit in Enda (NV;) ist, und Endy (V) nach Folgerung 2.4.3 ein lokaler Ring,
folgt, dass nicht alle 7, |y, -7y, Nichteinheiten sein kénnen. Sei 0.B.d.A. (durch Umnumme-
rierung der L;) 7, |n, - T, eine Einheit in Enda(Ny). Insbesondere ist, da Bild(ry,) = Ly,
7N, |, surjektiv. Wir haben also eine kuruze exakte Sequenz

0 — Kern(my,|z,) — L il N, — 0
und wegen ((7TL1|N1 . 7TN1|L1)71 : 7TL1|N1) . 7TN1|L1 = ile sphttet diese, also L1 = N1 D
Kern(my, |r,). Wegen der vorausgesetzten Unzerlegbarkeit von L; muss also gelten
Kern(my, |1,) = {0}, womit 7y, |, einen Isomorphismus zwischen N; und L; induziert.
Weiterhin gilt L N (Na @ ... & N,,,) = {0}, denn No & ... & N,, = Kern(my,), und
Li N Kern(my,) = Kern(mn, |z,) = {0}. Auberdem gilt Ly + No @ ... & N,, = 7wy, (L1) +

und damit Lo ®...d L, = LM1 2 Ny@...® N,. Die Behauptung folgt nun iiber Induktion
nach n und m (denn der Fall n = m = 1 ist trivial). O
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Satz 2.4.5 (Struktur der projektiv-unzerlegbaren A-Moduln) Ist R ein vollstin-
diger diskreter Bewertungsring und A eine R-Ordnung, so stehen die Isomorphieklassen

der unzerlegbaren projektiven A-Moduln in Bijektion zu den Isomorphieklassen der einfa-
chen A-Moduln. Genauer:

(i) Ist P ein (iber R endlich erzeugter) unzerlegbarer projektiver A-Modul, so ist

S = Jacsz) einfach. Ist Q) ein weiterer projektiv-unzerlegbarer A-Modul, fir den auch

Jaf()Q) =S gilt so folgt ) = P.

(i) Umgekehrt existiert zu jedem einfachen A-Modul S ein (iber R endlich erzeugter)
unzerlegbarer projektiver A-Modul P mit %;P) = S. Es existiert ein primitives Idem-
potent in A mit P = eA.

Beweis.

(i) P:= #}P) ist ein A = #(A)—Modul, und da A halbeinfach ist, ist P direkte Summe

einfacher A-Moduln. Angenommen P wire nicht einfach, also P = ST fiir zwei A-
Moduln S, T # {0}. Bezeichne vp : P — S@T den natiirlichen Epimorphismus. Dann
haben wir also einen A-Epimorphismus pg = vprng: P — S, wong: ST —» S
die Projektion auf die erste Komponente bezeichne. Dann bekommen wir aufgrund
der Projektivitdt von P einen Homomorphismus g sodass das folgende Diagramm

kommutiert:
P—%SarT
\\k T‘PS@O
P
Setzte nun P := Py Dann bekommen wir einen Ringepimorphismus ¢ : Endy (P) —

Enda(P), indem wir ein 7 € Enda(P) auf den Endomorphismus
e(r): P—P: m+P-pr—7(m)+P-p

Denn sei 7 € Ends(P), so existiert ein 7 € End, (P) sodass das folgende Diagramm
kommutiert:

P . P
Vp T
WT / TVP
P - P
wo v den natiirlichen Epimorphismus von P auf P bezeichne. Dieses T ist klarerweise
ein Urbild von 7 unter €, was die Surjektivitdt von e zeigt. Ferner gilt Kern(e) C

Jac(Enda(P)), da wir wissen, dass End, (P) lokal ist (und damit kénnen wir spéter
Lemma 2.4.2 anwenden).
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_P_~
T Jac(P) —
S @ T, wo vp den natiirlichen Epimorphismus von P auf JaL =~ _P__ hegzeichne.

c(P) Jac(P)
Also ist £(10g) nicht surjektiv.
Andererseits gilt fiir alle £k € N

Bild(e(vs)" - vp) = S # {0} (2.5)

womit £(tb5) auch nicht nilpotent ist. Denn es gilt Bild(e(¢)s)* - v5) = Bild(¢% - vp),
und YEvp = Pt (s @0) = it vp - (15 @ 0) = YEwp fiir alle k > 2.

Mit Lemma 2.4.1 existiert ein &k € N mit

Damit bekommen wir einen Homororphismus (¢g). Es gilt e(¢g) -vp = S 2

-~ -~

:;S :ZT

P = Bild((¢s)") @ Kern(e(¢s)")

und die Zerlegung ist nicht-trivial, da £(¢)s)* weder bijektiv noch Null ist, wie wir
eben gesehen haben.

Somit sind die Projektionen 7¢ und m; auf S und 7' nicht-triviale orthogonale Idem-
potente in Endy(P) mit 7 + 77 = idp, womit wir nach Lemma 2.4.2 nicht-triviale,
orthogonale Idempotente eg und e; mit eg + e; = idp in Endy (P) bekommen. Da-
mit ist P = eg(P) @ e;(P) eine nicht-triviale direkte Summenzerlegung von P, im
Widerspruch zur Unzerlegbarkeit.

Q ~
Jac(Q)
TaelP) = S, so bekommen wir aus der Projektivitit von @) einen Homomorphismus
Y é — P sodass das folgende Diagramm kommutiert:

Zum zweiten Teil der Behauptung: Ist ) ein projektiver A-Modul mit
P

P9

‘*w\ TVQ

Q

wo vg und vp die natiirlichen Epimorphismen auf den Radiaklquotienten bezeichnen.
Damit das Diagramm kommutiert muss ¢ - vp = vg # {0} gelten, also Bild(¢) €
Kern(vp) = Jac(P), und da Jac(P) eindeutiger maximaler Teilmodul von P ist muss
Bild(y)) = P gelten. P ist damit epimorphes Bild von ), und da Epimorphismen
auf projektive Moduln stets splitten ist P direkter Summand von (), und da @) per
Voraussetzung unzerlegbar ist muss P = () gelten.

Wir kénnen jeden einfachen A-Modul S als Epimorphes Bild des regulidren A-Moduls
schreiben. Sei ) : Ay — S ein solcher Epimorphismus. Es existiert nach Satz 2.4.4
eine Zerlegung von A, als direkte Summe unzerlegbarer A-Moduln

A=P&...6PF,



2.4. ORDNUNGEN UND GITTER 21

Nun kann die Einschriankung von ¢ auf P, nicht fiir alle ¢ Null sein, weil dann
Null wire. Also existiert ein ¢ mit ¢)|p, — S ungleich Null und damit epimorph.
Also Jac(P;) C Kern(¢|p,), da Kern(¢|p,) maximal ist in P;, und da Jac(P;) nach
(i) ebenfalls maximal in P; ist folgt Jac(P;) = Kern(¢|p,) und damit th(iPi) = S. Die
Projektion m; : Ay — P; liegt in Endp(Ay) = A°P, folglich existiert ein Element
e; € A mit e;a = m;(a) Va € A, also P, = ¢;A. O

Definition 2.4.6 (Projektive Decke) Seien die Voraussetzungen wie in 2.4.5 und S ein
einfacher A-Modul. Den bis auf Isomorphie eindeutig bestimmien projetiv unzerlegbaren A-
Modul P mit % = S bezeichnen wir als projektive Decke von S und wir schreiben dafiir

Jac
P(S).

Definition 2.4.7 (Zerlegungszahlen) Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungring
mit mazimalem Ideal p und Quotientenkérper K := Quo(R), A eine R-Ordnung, A :=

h+m und A = K ®r A halbeinfach . Weiter ieien X(A) = {W,...,V,,} Vertreter der

Isomorphieklassen einfacher A-Moduln und X(A) = {Si,...,Sn} Vertreter der Isomor-
phieklassen einfacher A-Moduln. Sei zu jedem V; ein A-Gitter L; mit K @g L; = V; gege-

ben. Wir definieren die Zerlegungsmatrix von A also Matriz in D € Z)Z(éA)XX(A) mit den
Eintragen
L;
Dy, s, := Vielfachheit von S; als Kompositionsfaktor von 7 (2.6)
Beweis der Wohldefiniertheit. Man sieht leicht, dass
dim r Homp <P(S]), Lsz>
Dy, s, = ’ - (2.7)

dimg EndA(Sj)
p

gilt, denn Hom, (P(S;), —) ist exakt, und damit gilt fiir einen A-Modul M mit p C

Anny (M) und Teilmodul N dass

dimr Homy (P(S;), M) = dimr Homy (P(S;), N) + dimr Homy (P(Sj), %)
p p p

Somit reicht es zu zeigen, dass dimr Homy(P(S;),Sk) = 6&jx - dimr Enda(S;) Vk.
P P
Nun faktorisiert jeder Homomorphismus von P(S;) iiber % = S, und damit
dimr Homy (P(S;), Sk) = dimz Hom(S};, S;) womit die Behauptung (2.7) gezeigt ist.
P p
Um zu zeigen dass die rechte Seite in (2.7) unabhéngig von der Wahl von L; ist be-
trachten wir die folgende Kette von Identititen

dimg Homy <P<Sj)v LL_fp>

—~
—_
~—

dimp Hom, (P(S;), L;) (2.8)

—~
~

= dimg Homu (K @ P(5;),V;)
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Dabei folgt (1) aus der Tatsache, dass wegen der Exaktheit von Homy (P(S;), —) gilt

ﬁ) ~  Homy (P(S)), Li) Hom, (P(S;), L)

~Y

Homs (P(S): 75 ) %0 G (s 1) =* oy P8, 15

und (2) daraus, dass allgemein fiir zwei A-Gitter X und Y gilt
Homa (X,Y) = Homgga (K @r X, K ®g Y) N Hompg(X,Y)

und dass schneiden eines d-Dimensionalen Teilraums von Homg (K ®r X, K @ Y) mit
Hompg(X,Y) liefert offensichtlich einen R-Modul von Rang d.

Die rechte Seite von (2.8) ist offensichtlich unabhéingig von der Wahl der L;, womit die
Wohldefiniertheit der Zerlegungszahlen gezeigt ist. U

Satz 2.4.8 (Brauerreziprokitit) Sei R ein vollstandiger diskreter Bewertungring mit

mazximalem Ideal p, K := Quo(R), F := %, A eine R-Ordnung mit A := K @r A halbein-
fach und A := Ja+(M Weiter seien X (A) = {V4,...,V,} Vertreter der Isomorphicklassen
einfacher A-Moduln und S sei ein einfacher A-Modul. Wir betrachten K @ P(S) als A-

Modul. Da A halbeinfach ist existieren dy, s € Z>( sodass

n dVi,S

K ®gr P(5) gA@EBV;

Fir diese dy, g gilt
dimp Enda(S)

2.
dimg End 4(V5) (29)

dv,,s = Dy, s -

Beweis. Wir setzten in (2.9) fiir Dy, g die rechte Seite von (2.7) ein und erhalten

dimp Homy (P(S), £2)

dimg End 4 (V)

dv,,s =

wo L; wieder ein A-Gitter sei mit K ®z L; =4 V;. Nun setzen wir noch fiir den Zéahler die
rechte Seite von (2.8) ein und erhalten
dimg Hom (K ®g P(S),V;)

dimg End (V)

dv,s =

Das ist aber offensichtlich eine wahre Aussage mit demselben Argument mit dem wir (2.7)
bewiesen haben. O

Folgerung 2.4.9 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.8 gilt: Fir jeden einfachen A-
Modul existiert ein einfacher A-Modul V' mit dys # 0, und damit nach (2.9) auch Dy s # 0
(d. h. in der Zerleqgungsmatriz gibt es keine Nullspalten,).
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Beweis. Wire dy g = 0 fiir alle einfachen A-Moduln V, so wére nach Definition der dy g
der A-Modul K ® P(S) = {0}. Da P(S) als direkter Summand von A, R-torsionsfrei ist

folgt daraus, dass P(S) = {0}, ein Widerspruch zu Jazg,s()s)) =S. O

Folgerung 2.4.10 (Radikal von Teilordnungen) Aus der Wohldefiniertheit der Zer-
lequngszahlen folgt insbesondere folgende Aussage: Ist R ein vollstindiger diskreter Be-
wertungsring mit mazimalem Ideal p, K = Quo(R) und A eine endlich-dimensionale,
halbeinfache K-Algebra, und A, T zwei volle R-Ordnungen in A mit A C T, so gilt
Jac(I') N A C Jac(A).

Beweis. Nach Lemma 2.2.7 ist nur zu zeigen, dass jeder einfache A-Modul als Subquotient
eines einfachen I'-Moduls vorkommt. Offenbar reicht es dazu, zu zeigen, dass fiir jeden
einfachen A-Modul S einen I'-Modul M endlicher Kompositionslinge (als ' sowie als A-
Modul) gibt, sodass S als Kompositionsfaktor von M|, vorkommt.

Nach Folgerung 2.4.9 existiert ein einfacher A-Modul V' mit Dy ¢ # 0. Wihlen wir ein
I-Gitter L in V, so ist M := Lip ein [-Modul endlicher Kompositionslinge (da schon als
R-Modul von endlicher Linge). Ferner gilt nach Definition der Zerlegungszahlen, dass S
mit Vielfachheit Dy g > 0 in M|, vorkommt. d

Definition 2.4.11 (Reduziertes charakteristisches Polynom) Sei K ein Kirper der
Charakteristik 0, und A eine endlich-dimensionale, einfache K -Algebra mit Z(A) = K -14.
Bezeichne mit E == K den algebraischen Abschluss von K. Dann wissen wir, dass E den
Ring A zerfillt, d. h. EQx A = E™" fiir einmn € N (es gilt dimy A = n?). Wir fizieren eine
Einbettung  : A — E™". Nun definieren wir das reduzierte charakteristische Polynom
eines Elements a € A wie folgt:

red. char. pol. 4/ (a) := char. pol.(c(a))

Das reduzierte charakteristische Polynom liegt stets in K[z|. Entsprechend definieren wir
die reduzierte Spur von a als

tr.red. a/k (a) := tr(c(a))
und die reduzierte Norm als

nr.red. 4 x (a) == det(c(a))
Beide liegen fiir alle a € A im Grundkédrper K.

Beweis. Das das reduzierte charakteristische Polynom wohldefiniert ist folgt daraus, dass
die Einbettung A — F ®x A kanonisch ist, und jeder Automorphismus von E™*" durch
Konjugation mit einem Element aus GL(n, E) induziert wird, also das charakteristische
Polynom unverdndert lasst.



24 KAPITEL 2. RINGE UND ORDNUNGEN

Zeigen wir nun, dass es in K[z] liegt. Bezeiche A : A — K™ die regulire Darstel-
lung von A (natiirlich nur bis auf Konjugation in GL(n?, K) eindeutig bestimmt). A setzt
sich fort zu einem idp QA : EQr A — Enn* Wir wissen, dass F Q@ A bis auf Kon-
jugtion nur eine irreduzible Darstellung i : E ®x A — E™*" hat (und wir diese 0.B.d.A.
als E-lineare Forsetzung von ¢ wihlen konnen, also i|4 = ¢), und jede andere Darstellung
vermoge Basiswechel auf die Form

E®xg A— E""F o Diag(i(a),...,i(a)) fiirein k € N

|

k mal

gebracht werden kann. Somit existiert ein 7' € GL(n?, F) sodass

T7'-idg ®A(a) - T = Diag(i(a),...,i(a)) Va€ E®yg A
1

und damit gilt insbesondere
char. pol.(A(a)) = char. pol.(idg ®A(1 ® a)) = (char. pol.(¢(a)))"

Da char. pol.(A(a)) trivialerweilse in K[z] liegt, und K perfekt ist (wegen Charaketristik
0), folgt, dass char. pol.(¢(a)) bereits in K[z] liegen muss.

Dass tr.red. und nr.red. in K liegen ist eine triviale Forgerung daraus, denn sie
kommen als Koeffizienten in red. char. pol. vor. O

Bemerkung 2.4.12 Notation wie in der vorangehenden Definition. Fir alle a,b €
Ao, (e K gilt:

(i) tr.red. sk (ab) = tr.red. /k (ba)
(ii) tr.red. g/ (a-a+ B-b) = a-tr.red. g/x(a) + 5 - tr.red. 4,k (D)
(ii) red. char. pol. 4 (a)|z=a = 0

Die obigen Aussagen sind unmittelbar klar, denn die reduzierte Spur und das reduzierte
charakteristische Polynom von a sind Spur bzw. charakteristisches Polynom im Sinne der
linearen Algebra von 1(a) € E™*".

Definition 2.4.13 (Spurbilinearform & Diskriminante) Sei K ein Korper der Cha-
rakteristik 0 und A eine halbeinfache K-Algebra mit Wedderburnkomponenten A; =
Dfiin, t = 1,...,n und zugehorigen zentral-primitiven Idempotenten e;, wo D; Schief-
kérper endlicher Dimension iber K seien. Dann ist Z(A) = @, Z(D;) = @, K;, wo
K; .= Z(D;) endliche Korpererweiterungen von K sind. Weiter sei uw € Z(A) eine Finheit.
Dann definieren wir eine symmetrische, nicht-ausgeartete Bilinearform auf A durch

T,: AxA— K: (:c,y)HZtrKi/Ktr.red.Ai/Ki(ei-u~x~y)

i=1
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Sei nun R ein diskreter Bewertungsring mit Quo(R) = K. Ist X ein volles R-Gitter A, so
definieren wir das duale Gitter X** von X beziiglich T, als

Xt .={aec A| Tya,X)C R}

Wenn die Wahl von u aus dem Kontext klar ist schreiben wir auch X* statt X**. Wir
nennen X selbstdual beziiglich u, wenn X = X%“. Ferner definieren wir fir ein volles
R-Gitter X in A die Diskriminante von X beziiglich u als

discr, X := det(p(T,)?) - R (ein gebrochenes Ideal in K )

wo B eine R-Basis von X sei und B(Tu)B die Grammatriz von T, beziglich dieser Basis
bezeichne.

Beweis der Wohldefiniertheit. Zu zeigen ist ersteinmal, dass das duale Gitter wirklich
ein Gitter ist. Dass es ein R-Modul ist, ist klar, aber wir miissen iiberpriifen, dass es auch
endlich erzeugt ist. Sei also X ein volles R-Gitter in A und B eine R-Basis von X (und
damit auch eine K-Basis von A). Da u eine Einheit in Z(A) ist, ist klar, dass T,,(—,=)
nicht ausgeartet ist. Wir konnen also Q := ((T;,)5)"! € Kdimx Axdimx 4 pijden, Offenbar
gilt fiir ein yp € R>mx A dagg RIxdimxA. (T VB . By C R (wobei By := (yp)") genau
dann, wenn yp € R™>4mxA4. QT Folglich gilt

i=1 j=1

was offensichtlich ein Gitter ist. Wir merken noch an, dass wir mit der obigen Formel X%
explizit ausrechnen konnen.

Wir zeigen nun noch, dass die Diskriminate unabhéngig von der Wahl von B in der obi-
gen Definition ist. Sei dazu C' eine weitere R-Basis von X. Dann ist a := det(pidc) € R*,
also det(o(T,)¢) = det(cidg - 5(T,)? - Bid®) = det((T,)?) - o®. Die Determinanten
unterscheiden sich also nur um eine Einheit in R und erzeugen daher dasselbe Ideal. [J

Bemerkung 2.4.14 (Eigenschaften) Seien die Voraussetzungen wie in Definition
2.4.13

(i) Fiir a,b,c € A gilt T,,(ab,c) = T,(a,bc) und T,(ab,c) = T, (b, ca).
(i1) Sei (wie in Definition 2.4.13)

n
~ kiin
A=~ P
i=1 —A

und K; := Z(D;) . Sei E ein Zerfillungskirper fir A, sodass (E/K) eine endliche,
galoissche Kérpererweiterung ist. Dann hat A .= E @k A die folgende Struktur
n dlmK Kz

Ag@ @ Equfq

=1 j=1  _.4,;
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(iii)

(i)

(v)
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7 ki-y/dimg; D; C .
mit k; = W Wir konnen den Isomorphismus
1

A:A— EB @ Azj pa— (Agg(a))i

=1 7j=1

so wdhlen, dass fir a € A C A gilt: A j(a) = Aj1(a)?, wo o1,...,0dimy K, €N
Vertretersystem von Gal(E/K)/ Gal(E/K;) durchliuft. Nun haben wir sowohl in A
als auch in A eine Spurbilinearform T, bzw. T, im Sinne von von Definiton 2.4.15.
Nun gilt )
Tulaxa =T,

Diese Figenschaft rechtfertigt gewissermaflen, wieso wir T, genau wie in 2.4.18 de-
finiert haben, und dass wir den Hut iber dem T getrost weglassen kdnnen. Selbiges
gilt dann natirlich auch fir beliebige (insbesondere auch unendlich-dimensionale)
Korpererweiterungen F' von E.

Sind X und Y wolle Gitter in A mit X CY, so folgt X* D Y*. Es gilt

Yy X!
X ty:

Ist X ein volles R-Gitter in A milt R-Basis B = (By,. .., Baimg a), S0 ist

Bi:= Y (s(T)");} - B;
j=1
eine R-Basis von X*. Wir kinnen also B(Tu)B_1 als die Matriz einer linearen Ab-
bildung ¢ : A — A auffassen, die X auf X* abbildet (in diesem Sinne gilt dann

s = (5(T,)P)™).

Angenommen X st ein selbstduales volles R-Gitter in A und Y ein R-Gitter, das X
umfasst. Es folgt dann automatisch dass Y* C X CY. Fs gilt

discrY

Y R
lengthp Vi lengthp, = lengthp Tecrv?

Ferner ist v x
length X = length vi

Wir kénnen mithilfe der Diskriminate also ausrechnen, welchen Index ein Selbstdua-
les Gitter in einem vorgegeben Gitter haben muss (sofern denn ein solches existiert).

Beweis. Nur fiir (ii),(iii) und (v) ist etwas zu zeigen, (i) folgt direkt aus der Definition,
und (iv) haben wir bereits in (2.10) gesehen.
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(ii) Das E®g A die behauptete Struktur hat, und der Isomorphismus in die Wedderburn-
Zerlegung wie behauptet gewdhlt werden kann, setzen wir als aus der Theo-
rie halbeinfacher K-Algebren bekannt voraus. Zu zeigen bleibt also T,|axa =

T,. Dazu zeigen wir fiir festes i € {1,...,n} dass trg, xtr.red. s /x(eiw) =
Z?fif‘ Kitr. red. i, p(Eijx), wo €; das zu A; gehdrige zentral-primitive Idempotent

in A sei und ¢; ; die zu A” gehorigen in A. Sei also = € A beliebig. Es gilt
> trred. g p(Gr) = 3050 T (A ()

= T (b (@)

j=1
= trKi/K tI'(ALl(lL'))
= trKi/K tr. red.Ai/Ki(six)

Zusammen mit der Definition von T, und T, folgt die Behauptung.

iii) Dass Y# C X* gilt, folgt direkt aus der Definition des dualen Gitters. Sei nun B eine
g g
R-Basis von X und C eine R-Basis von Y. Mit (iv) gilt

Xﬁ ~ RleimKA'(B(Tu)B)71
vi —R RlxdimKA,(C(Tu)C’)fl,CidB

RlxdimK A'(B(Tu)B)_l
RIXdimg A id . 5(T,)B-Bid9)~1.¢idg

RlxdimK A'(B(Tu)B)_l
RIxdimg A C idB-(B(Tu)B)il'B ide-cidp

~ RlxdimKA ~

=R TJixdmgAcqB —R -
nun haben ¢id”? und pide = (¢id”)" dieselben Elementarteiler, also gilt

RlxdimKA Y

[ [

. =R - . —R
RlxdlmKA . BldC X

(v) Dass Y* C X gilt, folgt aus (iii), denn aus X C Y folgt Y* C X* = X. Sei B eine
R-Basis von Y. Dann gilt mit (iv)

Y RlxdimKA
=7 =R . -
Yt Rixdimi A o(T)B 1

was als R-Modul offensichtlich dieselbe Linge hat wie

R . R-det(p(T,)") disarY
R-det(p(T,)B™") R R
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Andererseits (wieder mit (iv)) gilt 5(T,)2 " = p/(T,)5, wo B’ die in (iv) definierte
R-Basis von Y* sei. Also gilt B

Redet(5(Tw)B™Y) ~ discr v

Die Aussage length, X = length, & folgt direkt mit (iii).

Bemerkung 2.4.15 (Anwendung auf Gruppenringe) Sei G eine endliche Gruppe
und X1,---,Xn thre absolut irreduziblen Chamkte@ in Charakteristik 0, sowie e1,...,¢,
die zugehdrigen zentral-primitiven Idempotente in QG. Nach Definiton gilt

und damit )

@'Xreg(—- =) =Tu(=,=)

mit
1 n
u = @ ZXk(lG) €k
=1

Dieses u liegt in QG, denn die Koeffizienten der zentral-primitiven Idempotente zu Galois-
konjugierten Charakteren sind gleich und liegen in Q. Die Grammatriz von T, beziglich
der Basis der Gruppenelemente (die eine Zy)-Basis von Zy)G bilden) ist gerade eine Per-
mutationsmatrix, namlich

1
Tu(g,h) = @xreg(gh) =0,p-1 Yg,heG

und liegt damit GL(|G|, Zy)), womit gezeigt ist dass ZyG beziiglich T, ein selbstduales
Gitter in QG ist.

Sei nun R O Zy,) ein diskreter Bewertungsring, und entsprechend K := Quo(R) eine
Korperweriterung von Q, dann ist nach 2.4.14 RG ebenfalls ein selbstduales Gitter in KG,
beziiglich demselben T,. Seien nun X1,...,Xx (k < n) die irreduziblen K-Charaktere von
G und myq, ..., my die zugehorigen Schur-Indizes. Dann gilt

|Gl =

1

koo
1 Xi(1) .
=1
Damit kénnen wir die Bilinearform T, auf KG fir Elemente x und y auch tatsdchlich

berechnen.

Lemma 2.4.16 Seien die Voraussetzungen wie in Definition 2.4.13. Sei A eine selbstduale
Ordnung in A, also A% = A. Sei nun A direkte Summe von zwei K-Algebren A, und A,
und bezeichne mit €1 und €9 die zugehorigen zentralen Idempotente. Dann gilt

ANgA = (gA)5

Damit folgt insbesondere discr,,, &1\ = discre,, g0\ und e;A D (g;A)45% i € {1,2}.



2.4. ORDNUNGEN UND GITTER 29

Beweis. Fiir alle z € Ay =,y € ;AN A gilt
T..u(eim,y) = Ty(eiz, ey) = Tu(z,e7y) = Tu(z,y) € R

also y € (g;A)%5% und damit A N ;A C (g,A)5<%,
Andersherum sei nun y € (g;A)*¢*. Dann ist fiir alle z € A

Tu(xa y) = Tu(zv 5iy) = Tu(€i$, Eiy) = Teiu(5i$a Eiy) €ER

und damit folgt A N e A = (g;A)H=,
Damit gilt natiirlich auch (g;,A)*¥* = A Ng;A C A, was die dritte Behauptung zeigt.

Wir kénnen also den Quotienten % betrachten, und den Noetherschen Ismorphiesatz

(&‘i/\
anwenden:
61'A €Z'A ~ 52A+A . €1AEB€2A

_ ~ Is R-Modul
(EA)Ee — ANeA A A s Aodi

Man beachte dass die rechte Seite nicht mehr von ¢ abhingt. Damit gilt nach 2.4.14

discr.,, e1A ST e discre,, €2\
lengthR T = lengthR W = lengthR W = lengthR T
und da R ein lokaler Hauptidealbereich ist folgt damit discr.,, e1A = discre,, e2A. [

Satz 2.4.17 (Morita-Aquivalenz und Selbstdualitit) Sei R ein diskreter Bewer-
tungsring, K := Quo(R), und A eine R-Ordnung mit A := K ®g A halbeinfach. Weiter sei
e € A ein Idempotent und u € Z(A). Dann gilt: Ist A selbstdual beziiglich T, so ist eAe
selbstdual beziiglich T,,. Insbesondere ist also auch die Basisordnung von A selbstdual (bei
passend gewdhlter Spurbilinearform,).

Beweis. Es gilt fiir alle A € A, a € A:
Tou(eXe, eae) = T, (eAe, eae)
direkt aufgrund der Definition von 7T und T.,. Weiter gilt
T.(eXe,eae) = T, (A, eae)
wegen T, (ab,c) = T,(a,bc) und T,(ab,c) = T,(b,ca). Folglich gilt also eae € (eAe)*"

genau dann wenn eae € A*“. Wenn nun A beziiglich 7}, selbstdual ist haben wir also
(eAe)bet = AP N ede = AN ede = ele. O

Lemma 2.4.18 Sei R ein diskreter Bewerungsring mit Quotientenkorper K, A eine ein-
fache, endlich-dimensionale K-Algebra. Dann gilt:
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(i) Ist a € A so gewdhlt, dass die R-Algebra Rla| als R-Modul endlich erzeugt ist, so

liegt trz(ay /K tr.red. 4/7(a)(a) in R.

(ii) Eine R-Teilalgebra B C A (d. h. B Ring und R-14 C B) mit K - B = A ist eine

R-Ordnung (d. h. als R-Modul endlich erzeugt) genau dann, wenn fir alle b € B der
Ring R[b] als R-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis.

(i)

(ii

Da R[a] endlich erzeugt als R-Modul ist, existiert ein normiertes Polynom p(x) €
Rlx] mit p(a) = 0. Wéhle einen Zerfallungskorper E fiir A, sodass E von end-
licher K-Dimension ist und galois’sch iiber K (und damit auch iiber Z(A)). Fi-
xiere eine Einbettung ¢ : A — E™" = E®zu) A (n = V/dimg A). Dann gilt
pe(t(a)) | p(z), wo pg(i(a)) das Minimalpolynom von ¢(a) iiber E bezeichne. Also
gilt red. char. pol.4,(4)(a) = char.pol.z(e(a)) | pe(e(a))” | p(x)". Damit teilt auch
jedes Galoiskonjugierte von red. char. pol. 4,44y (a) das Polynom p(z)". Also

H o(red. char. pol. 4,7 (4)(a)) | p(2)" € Rz]
[0]€Cal(E/K)/ Gal(E/Z(A))

Die linke Seite liegt in K[z], und damit als normiertes Polynom, dass ein normiertes
Polynom in R[z] teilt, bereits in R[x]. Offenbar ist der Koeffizient der zweithéchs-
ten x-Potenz in der linken Seite gerade die Spur der zweithdchsten z-Potenz von
red. char. pol. 47 4)(a), welche gerade die reduzierte Spur von a iiber Z(A) ist. Da-
mit ist trz(a)/k tr.red.a/z4)(a) € R gezeigt.

Dass wenn B eine R-Ordnung ist, dann R[b] als R-Modul endlich erzeugt ist fiir alle
b € B, ist klar, denn schlielich ist R[b] ein R-Teilmodul von B. Also zur Umkehrung:
Wihle bq,...,b0r € B, k := dimg A, so, dass by, ...,b; eine K-Basis von A bildet.
Nun betrachte das R-Gitter

k
L:=) R-b;CA
i=1
Aus (i) folgt, dass B C LF'4, denn Ty, (7,y) = trzea) K tr.red. a/z(a) (@ - y) nach
Definition, und (i) sagt gerade, dass diese Spur fiir x -y € B in R liegt. Nun ist L*!4
aber wieder ein R-Gitter in A, sprich endlich erzeugt als R-Modul, und damit ist B
als R-Teilmodul von selbigem ebenfalls endlich erzeugt. 0

Definition 2.4.19 (Maximalordnung) Ist R ein diskreter Bewertungsring, K =
Quo(R) und A eine endlich-dimensionale, halbeinfache K-Algebra, so nennen wir eine
volle R-Ordnung A in A, die in keiner anderen R-Ordnung in A echt enthalten ist eine
Maximalordnung. In jeder endlich-dimensionalen halbeinfachen K-Algebra existiert eine
Mazimalordnung, und jede volle R-Ordnung in A ist in mindestens einer Mazimalordnung
enthalen.
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Beweis. Seien 1, ..., e, die zentral-primitiven Idempotente in A. Dann ist mit jeder R-
Ordnung A in A auch @le g;\ eine R-Ordnung in A. Die Maximalordnungen (so sie denn
existieren, was wir noch zeigen miissen), sind also direkte Summen von Maximalordnungen
in den Wedderburnkomponenten. Wir nehmen also 0.B.d.A. an, dass A einfach ist.
Wir wenden das Lemma von Zorn auf die Menge der vollen R-Ordnungen in A (geordnet
durch Inklusion) an. Sei dazu
AN CACo.

eine Kette von vollen R-Ordnungen in A. Wir behaupten: Dann ist A, := Uzl A; wieder
eine R-Ordnung. Denn jedes Element a € A, liegt in einem der A;, mit Lemma 2.4.18 (i)
ist also R[a] endlich erzeugt als R-Modul. Da A, sicher eine R-Algebra ist, folgt daraus
mit Lemma 2.4.18 (ii), dass A eine volle R-Ordnung in A ist, und damit eine obere
Schranke fiir die Kette (A;);en. Zu zeigen bleibt, dass mindestens eine volle R-Ordnung in
A existiert. Sei dazu A : A — KdimxAxdime 4 die regulire Darstellung von A. Dann ist
z. B. A7H(A(A) N Rdimx Axdimr A4) aine golche. O

Bemerkung 2.4.20 Voraussetzungen wie in der vorangehenden Definition. Die Figen-
schaft einer Ordnung, Mazimalordnung zu sein, ist unabhdngiqg von der Finbettung in A,
also eine KEigenschaft von A als R-Algebra. Genauer: A ist Mazimalordnung in A genau
dann, wenn A eine volle R-Ordnung in A ist und eine Maximalordnung in K Qg A.

Beweis. Eine Einbettung A — A ldsst sich K-linear fortsetzen zu einem Ismomorphismus
K @z A = A. Unter diesem Isomorphismus stehen nun die R-Ordnungen in A die A
umfassen und die in K ®g A, die A umfassen, in Bijektion. O

Lemma 2.4.21 (Maximalordnungen fiir R vollstindig) Sei R ein vollstandiger dis-
kreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal p, K := Quo(R).

(i) Ist D ein Schiefkérper von endlicher Dimension dber K, so hat D eine eindeutig
bestimmte R-Mazimalordnung ©. B = Jac(©) ist eindeutiges mazrimales Rechts-
und Linksideal ist ©, d. h. © st lokal.

(ii) Die gebrochenen ©-Rechts- und Linksideale in D (will heiffen: die endlich erzeugten
O©-Teilmoduln von ¢ D und Dg) sind gegeben durch

B> fiir z € Z, wobei P :={xr €D |z -PC O}
Insbesondere gilt fiir jedes Element 11 € B\ B2, dass P=11-0 =06 -1I.

(11i) Ist A = D"" ein Matrizring (D wie in (i)), so ist jede Mazimalordnung in A kon-
Jugiert (in GL(n, D)) zu ©"*".

Beweis. (i) findet sich in [Rei75], Kapitel 3, Theorem (12.8), (ii) in [Rei75|, Kapitel 3,
Theorem (13.2), und (iii) Kapitel 5, Theorem (17.3). O
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Lemma 2.4.22 Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ide-
al p, K = Quo(R), D ein Schiefkirper endlicher Dimension iber R und © die R-
Mazimalordnung wn D. B sei das maximale Ideal von ©. Weiterhin sei A C A = D™
eine volle R-Ordnung und V := D" (aufgefasst als D-A-Bimodul). Dann gilt:

(i) Es ezistiert ein o € N sodass fiir zwei beliebige ©-A-Bigitter L1, Ly in'V ein 3 € Z
existiert mit
P L, CPP Ly, C Ly (2.11)

(i) Es existiert ein o € N sodass fir zwei beliebige A-Gitter Ly, Ly in 'V ein f € N
existiert mat
Ly-p*CLy-p’ C Ly (2.12)

Beweis. 0.B.d.A. sei A in ©™*" enthalten (was nach Lemma 2.4.21 durch Konjugation mit
einem Element aus GL(n, D) erreicht werden kann). Die ©™*"-Gitter in D'*" sind gerade
gegeben durch B* - ©1%" (was daraus folgt, dass ©"*" Morita-aquivalent zu © ist, also die
O-Gitter in D in Bijektion zu den ©™*"-Gittern in D'*™ stehen).

(i) Da A ein volles R-Gitter in D™*" ist, existiert ein v € N mit (7)™ C A. Wir
zeigen (2.11) ersteinmal fiir « = v, L; = O™ und L, beliebig. Ly - ©™" ist dann
ein O™ "-Gitter in ©'*", also von der Form P’ - O*", Weiter gilt dann also L, D
Ly (PV)" = Ly - @B = PL. @ . Py = P . Q7. Zusammen also

;Bl—i-’y . @lxn g LQ g ;Bl . ®1><n
Seien nun auch L; beliebig. Dann haben wir also auch ein I’ € N mit
;Bl’—i-’y . @lxn CL C ;Bl/ . @1><n
Nun gilt
;pl—l—Q'y L, C ;Bl+l’+2fy . @lxn C ;I}l’—l—'y Ly C ;Bl—l—l’—&-'y . @1><n - ;Bl I
womit (2.11) erfiillt ist, wenn man « := 2y und § =" — | + v wéhlt.

(ii) Wie in (i) existiert ein v € N sodass p? - ©™*" C A, womit fiir ein A-Gitter L in D*"
folgt, dass
L@nxnp’yngL@an

Wieder ist L - ©™" von der Form P’ - ©1*" fiir ein [ € Z. Da ein e > 1 existiert mit
P =p-O (denn p - O ist ein zweiseitiges Ideal in O, muss also eine Potenz von P
sein), gilt

o . plel+ Cc [ c @ . plel
und damit

@1><n . p’y+1 CL- p—LéJ C @1><n
Von hier aus kénnen wir offensichtlich wie in (i) verfahren (wobei wir a =2 (7 + 1)
bekommen werden). O
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Folgerung 2.4.23 Seien die Voraussetzungen wie im vorangehenden Lemma und zusditz-
lich % endlich. Dann ist die Menge der Aquivalenzklassen

{{L p* |z €Z} ‘ L ist A-Glitter in DIX”}

endlich. Da ein A-Gitter L zu L - p isomorph ist (Isomorphismus induziert durch Multi-
plikation mit ™, wo 7 ein Erzeuger von p sei), folgt damit insbesondere, dass nur endlich
viele Isomorphieklassen von A-Gittern in D™ existieren.

Beweis. Sei o wie in Lemma 2.4.22 (ii). Weiter sei L ein fest gewéhltes A-Gitter in
D" Nach Definition von « existiert nun fiir jedes A-Gitter L' C D" ein f € Z mit
L-p® C L'-p” C L. Damit gibt es hochstens so viele Aquivalenzklassen von A-Gittern wie
A-Teilmoduln von L'La, und da L'La aufgrund der Voraussetzung, dass % endlich sein soll,
als Menge endlich ist, sind das nur endlich viele. U

Satz 2.4.24 (Jordan-Zassenhaus) Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit
mazimalem Ideal p, K = Quo(R) und A eine R-Ordnung. Ferner sei £ endlich und
A = K ®gr A halbeinfach. Dann gilt: In jedem endlich erzeugten A-Modul V' qibt es nur
endlich viele Isomorphietypen voller A-Gitter.

Beweis. Sei V = V), & ... ® V,, eine Zerlegung von V als direkte Summe einfacher A-
Moduln. Wir machen eine Induktion iiber n. Fiir den Fall n = 1 folgt die Behauptung aus
Folgerung 2.4.23.

Angenommen die Behauptung ist fiir alle A-Moduln V' mit < n — 1 einfachen direkten
Summanden gezeigt. Sei L ein volles A-Gitter in V', und bezeichne mit 7 : V — V] die
Projektion auf die erste Komponente. Dann haben wir eine kurze exakte Sequenz

0 — LNKemn(r) — L — 7(L) — 0

LN Kern(r) ist ein volles A-Gitter in Vo & ... @ V,,. m(L) ist ein volles A-Gitter in V3. Also
ist jedes volle A-Gitter in V' eine Erweiterung von einem vollen A-Gitter in V; mit einem
ebensolchen in Vo & ... &V, und davon gibt es nach Induktionsvoraussetzung jeweils bis
auf Isomorphie nur endlich viele.

Es reicht also zu zeigen, dass es fiir zwei A-Gitter L; und Ly nur endlich viele Erweite-
rungen gibt. Es gilt

(+) »
K ®p Exth (L1, Ly) = Exthey (K ® Ly, K @5 L) 2 {0}

wobei (#x) daraus folgt, dass K ®@g A halbeinfach ist, und daher jeder e. e. Modul dariiber
projektiv. (%) ist auch eine bekannte Tatsache, siche z. B. [Rei75]| Corollary (2.43).
Folglich ist also Ext} (L1, Lo) ein (endlich erzeugter) R-Torsionsmodul, woraus wegen der
Endlichkeit von % folgt, dass Ext} (M, N) als Menge endlich ist. Insbesondere existieren
also nur endlich viele Erweiterungen von L; und Ls. OJ
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2.5 Graduierte Ordnungen & Hiillen

Im Folgenden werden wir graduierte Ordnungen einfithren. Die Theorie richtet sich nach
[P1e83] (bis zur Definition einer graduierten Hiille, und Folgerung 2.5.3 ausgenommen). Wir
interessieren uns insbesondere fiir die irreduziblen I'-Gitter mit einfachem Radikalquotien-
ten (wo I' eine graduierte Ordnung sei), und deren Zusammenhang mit den irreduziblen
A-Gittern mit einfachem Radikalquotien (wo A eine volle Teilordnung von I sei), denn die
irreduziblen A-Gitter mit einfachem Radikalquotienten werden bei der Konstruktion der
projektiv-unzerlegbaren A-Gitter wichtig sein.

Satz 2.5.1 (Kompatible Basen, [Ple83]) Sei R ein wvollstindiger diskreter Bewer-
tungsring, K = Quo(R), D ein Schiefkirper von endlicher K-Dimension und © die R-
Mazimalordnung in D mit mazimalem Ideal *B. Sei £ ein Teilverband des Verbands aller
vollen ©-Linksgitter in D™ der die folgenden zwei Bedingungen erfillt:

(L1) Ist L € £, so ist auch B* - L € £ fiir alle k € Z.
(L2) Fs existiert ein o € N, sodass fiir beliebige Ly, Ly € £ Zahlen k,l € N existiert mit

ml+a'ngmk'L2g“Bl'Ll

Dann gilt: Es gibt genau dann eine D-Basis (by, . . .,b,) von D™ sodass jedes Gitter L € £
von der Form

L= b+ 43k b, (2.13)

fir passend gewdhlte ky,...,k, € 7Z 1ist, wenn £ die folgende Distributivititsbedingung
erfillt:
(Ll ﬁ Lg) + L3 - (Ll + Lg) ﬂ (LQ + Lg) VLl, LQ, L3 E ,8 (214)

Wir nennen eine Basis von D", beziiglich der jedes L € £ von der Form (2.13) ist,
kompatibel.

Bemerkung 2.5.2 Bevor wir den Satz beweisen, schauen wir uns zuerst einmal an, welche
Verbinde £, die fiir uns relevant sind, die Bedingungen des Satzes tberhaupt erfillen. R
set ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal p.

(i) Ist A eine volle R-Ordnung in D™*", so erfiillt der Verband der ©-A-Bigitter in D"
die Bedingungen (L1) und (L2) des letzten Satzes.

(ii) Ist A eine R-Ordnung in D™™, so erfillt der Verband der A-Gitter in D™ die
Bedingungen (L1) und (L2) des letzten Satzes (wobei wir © = R und P = p wdihlen).

Beides folgt direkt aus Lemma 2.4.22.

Beweis von Satz 2.5.1. Wir gehen in mehreren Schritten vor:
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L;, £-maximale

1. Wir machen zuerst folge Feststellung: Ist L € £ und sind L,
(2.15)

Teilgitter von L, so folgt
L als ©- Llnksmodul k L
DL

%
MNiey Li i
Um das zu zeigen, zeigen wir dass wir aufgrund der Distributivitdtsbedingung in

folgender Situation sind:
/ | \
Ly Ls e Ly

LiN Ly
LiNnLyNLs

i=1

LiNLyA.. .0 L

.2 LiNLyN...N L. Denn wiirde fiir ein ng gelten

no+1
ﬂL::>ﬂch,w1

no
(VL=
=1 =1 =1

so hétten wir folgenden Widerspruch:
(2.14)
D0 @t b (Ve

ng
ﬂ Li | + Lpgy1 =
i= 1wg £-Maximalitdt =

doho LinLy 2 LinLyN Ly 2

L

Um nun (2.15) zu zeigen miissen wir nur noch induktiv den chinesischen Restsatz

anwenden: Angenommen wir haben fiir ein ky gezeigt dass

ko
L L
ﬂko L - @ f
i=1"1 =0 !
so folgt aus Ly, 41 + (5, Li = L dass
L GRS [ L vl
CONE L Lk L
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Da der Induktionsanfang ko = 1 trivial ist, ist damit (2.15) gezeigt.

Man beachte dass die rechte Seite von (2.15) sich als ©-Linksmodul nicht mit weniger

]
P

ist ein %—Linksvektorraum von Dimension k), die linke Seite aber von n Elementen

1xk
als k£ Elementen erzeugen lisst (denn sie hat ( ) als epimorphes Bild, und das

erzeugt werden kann, da L < ©Y". Also hat jedes Gitter in £ nur endlich viele
£-maximale Teilgitter (hochstens n Stiick).

. Nun definieren wir zu einem Gitter L € £ zwei Mengen, zum einen

R(L)={L'eL|LCLund L'¢P-L}
und zum anderen
Ri(L) :={L € R(L) | es existiert ein eindeutiges £-maximales Teilgitter L” C L'}

PR(L) ist eine endliche Menge, denn jedes Gitter in PR(L) umfasst nach Bedingung
(L2) B> L, und ﬁ ist ein ©-Linksmodul der Lange a-n, d. h. jede echt absteigende
Kette von Gittern in 2R(L) hat Linge < n - a. Gleichzeitig hat wie wir eben gesehen
haben jedes Gitter in PR(L) nur endlich viele £-maximale Teilgitter, zusammen folgt
also die Endlichkeit von QR(L).

. Wihle nun ein beliebiges Gitter L € £ aus, und verfeinere die Kette P - L & L zu

einer Kette P- L =Ly G Li G Lin & ... Ly & Ly = L, sodass jedes L; £-maximal
ist in L, ist (wir konnten soetwas eine £-Kompositionsreihe nennen). Definiere nun
Mengen

V(LZ) = {Ll € iR(L) | L/ g Li und L/ g Li+1 C Li}) 1€ {1, . ,t}

Die Behauptung ist nun folgende: V(L;) hat ein eindeutiges minimales Element und
dieses liegt in M (L). Andersherum ist jedes Element aus PR (L) minimales Element,
eines der V(L;). Folglich hat R, (L) genau ¢t Elemente, denn die V(L;) sind offenbar
disjunkt (direkt nach Definition).

Seien dazu L', L” € V(L;) fiir ein i € {1,...,t}. Dann liegt auch L' N L” in V(L;),
denn offensichlich liegt mit L' und L” auch L'N L"” unterhalb von L;, und lage L'NL"
unterhalb von L; ., so wiirde folgen

Lion=L"OL + Lioy 2 (' + Lis) N (L + Lip)) = LinLi = Ly (2.16)
wobei L' + L1 = L; folgt, da L4y £-maximal in L; ist und L' ¢ L; i, (dasselbe
fir L”). (2.16) sagt aber aus, dass L; = L;4; ist, im Widerspruch zu Definition der
L;. Damit ist jedes V(L;) unter endlichen Schnitten abgeschlossen, als Teilmenge von
PM(L) sicher endlich, und damit ist

P= () L

L'eV(L;)
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eindeutiges minimales Element in V(L;).

Nun liegt also jedes L' € £ mit L ; P; sicher unterhalb von L;y; (bzw. L' = L,
was wir wenn wir von “unterhalb” sprechen stets einschliefsen wollen), und somit ist
P,NL; . endeutiges £-maximales Teilgitter von P; (fiir alle Teilgitter L' von P;, die in
R(L) liegen, ist das unmittelbar klar, alle Teilgitter von P;, die nicht in 2R(L) liegen,
liegen aber unterhalb von - L, was in L, enthalten ist). Also { Py, ..., P,} C R (L).

Sei nun P € R (L). Klarerweise existiert ein ¢ sodass P € V(L;). Damit gilt P = P,
denn P; ist eindeutiges inklusionsminimales Element in V(L;), also P, C P. P hat
hat andererseits das Teilgitter P N L;,;. Nach der Distributivitdtsbedingung gilt also

P hat ein eindeutiges maximales £-Teilgitter, wenn also P Summe zweier seiner
Teilgitter ist, so muss einer der Summanden bereits gleich P sein. PN L, liegt sicher
echt unterhalb von P, also muss P, = P sein. Somit gilt also R; = {Py,..., P}.

4. Nun behaupten wir: Urbilder in P; einer %—Basis von - bilden zusammen (fiir

PmL
i=1,...,t) eine eine ©-Basis von L.
Wir haben nach Noetherschem Isomorphiesatz einen Isomorphismus von q%'
Linksvektorrdumen
P; ~ P+ Lipg L

PN Ly —) Lipy Liyy P+ B D P S ( )
Folglich ist eine Q—Basis von P m% (zurﬁckgezogen nach P;, und dann modulo L;
genommen) ebenso eine eine TV

ol oL o b Lo L

‘BL B-L-P-L B-L-P-L P-L

eine aufsteigende Filtrierung des %—Linksvektorraums ﬁ Urbilder von Basen der
Quotienten zweier aufeinanderfolgender Glieder dieser Filtrierung bilden also zusam-

men eine Eg—Basm von Yp +. Urbilder dieser Basiselemente unter dem natiirlichen Epi-

morphismus L — W bilden also eine ©-Basis von L (nach Nakayama Lemma 2.2.3,

denn daraus folgt, dass

W—Erzeuger von Jac(lg)_M = q%w fiir einen ©-Linksmodul

M automatisch auch ©-Erzeuger fiir M sind).

5. Nehmen wir uns also Elemente B®) := (bgi), cee bgf)) aus den P; her, deren Bilder in
B mlz eine Basis bilden, so ist
t n;
L33t
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Schauen wir nun nach, wie wir in Schritt 3 L festgelegt haben, so stellen wir fest, dass
die Wahl von L beliebig war. Nehmen wir uns also irgendein anderes Gitter L' € £
heraus, so ist haben wir mit derselben Argumentation wie in 3. genau ¢ Elemente in
MR (L), und da Gitter mit eindeutigem £-maximalem Teilgitter charakteristisch sind
gilt

ml(L/) = {mm ) Pla s 7&137715 ’ Pt}a

fiir passend gewdhlte ny,...,n, € Z (die nach Bedingung (I.2) an £ existieren). Folg-
lich gilt mit der selben Argumentation wie in Schritt 4 auch

t n;
S

i=1 k=1

Die Vereinigung der B ist also eine kompatible Basis. U

Lemma 2.5.3 Seien R,D,0,B,n wie in Satz 2.5.1, und sei jetzt % endlich. £ sei ein

Teilverband aller vollen R-Gitter in DY, der (L1) und (L2) erfille (wobei © in der
Bedingung zu diesem Zwecke durch R und B durch p ersetzt werden muss). Weiter sei
) # £ C £ ein Teilverband aus ©-Linksgittern, sodass (L1) und (L2) erfillt sind (diesmal
in unverdnderter Form) und zudem die Distributivitdtsbedingung (2.14). Nun seien noch
L=1L1,Ly,...,L € £ (t € N) gegeben, sodass

m'L:Lt—l—l;Lt;Lt—l;"-;LQ;LIZL

und L1y £ -mazimal in L; fir alle i € {1,...,t}.

Dann st die Menge

RL):={L'eL|LCLundL' ¢p-L}

wieder endlich. Die Menge

srQ(e) = {92 sz |

L € g* }

hat ein eindeutiges £*-mazimales Teilgitter

enthdlt dann genau t Elemente. Die analog definierte Menge SRQ(L) ist ebenfalls endlich
und hat >t FElemente. Fir jedes [Q] .= {P*-Q | z € Z} € SRQ(L*) ist die Menge

M e £ undist L' € £ mit M C L'

Subs/m([@]) = {{pz -M ’ A Z} ‘ so folgt: 3 z € Z mit M C B - QC I } N SRQ(E)

nichtleer. Auf die Interpretationen der Mengen gehen wir spdter ein, wenn wir graduierte
Ordnungen eingefiihrt haben.
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Beweis. Der Satz folgt aus dem Beweis von Satz 2.5.1, wenn wir ihn noch einmal genau
lesen. Das die Menge PR(L) stets endlich ist folgt daraus, dass fiir jedes Gitter L' € £
nach (L2) ein z € Z existiert mit p* - L C p* - L/ C L. Wihlen wir z minimal mit
dieser Eigenschaft, so liegt p* - L' € R(L). Im Umkehrschluss liegt also jedes Element aus
R(L) iiberhalb von p® - L. Folglich haben wir maximal so viele Elemente in R(L) wie —Z

pe-L
Teilmengen hat, und da wir die Endlichkeit von % hier voraussetzen sind das nur endlich
viele.

Definieren wir nun Mengen V(L;) := {L' € R(L) | L' C L;und L’ € L;11} und
V*(L;) = V(L;) N £% Wir hatten im Beweis zu 2.5.1 im 3. Schritt gesehen, dass
P, = (\V*(L;) gerade Vertreter der Elemente aus SRQ(£*) sind. Folglich ist klar,
dass SRQ(L*) genau ¢ Elemente enthélt. Nun ist P, € V*(L;) € V(L;). Wir finden
wegen der Endlichkeit der V(L;) also sicher ein (nicht notwendigerweise eindeutiges)
Gitter @Q; € V(L;) mit Q; C P; welches inklusionsminimal in V(L;) ist. Wir behaupten
{p*- Qi | 2 € Z} € SRQ(L). Denn ist L' € £ und L' & @y, so kann nach Definition
von @; nicht L' € V(L;) gelten, also L' C L;; und damit L' C @Q; N L;1. Q; hat
also ein eindeutiges £-maximales Teilgitter, liegt also in SRQ(£L). Damit ist klar dass
SRQ(L) mindestens so viele Elemente hat wie SRQ(L£*). Ferner liegt {p* - Q; | z € Z} in
Subg e ({P* - P, | z € Z}), denn ist L' € £ mit Q; C L', so folgt Q; € L' N P; C P;. Also
liegt L' N P; in V*(L;), und da P, minimal in dieser Menge war haben wir P, C P, N L/,
woraus P; C L' folgt. O

Definition 2.5.4 (Graduierte Ordnung) Sei R ein vollstandiger diskreter Bewertungs-
ring, K = Quo(R), und " eine R-Ordnung, fir die A .= K Qg1 halbeinfach ist. Wir nen-
nen I' eine graduierte Ordnung, wenn ein Satz orthogonaler Idempotente eq,...,e, € T’
mit ey + ...+ e, = 1p emistiert, sodass

(i) Jedes e; ist in A primitiv.

(i1) Fir jedes i ist e;l'e; eine R-Mazimalordnung in e;Ae; (bzw. die Mazimalordnung in
e;Ae;, denn mit (i) und der Voraussetzung, dass A halbeinfach ist, folgt ja, dass e; Ae;
ein Schiefkdrper ist).

Satz 2.5.5 Seien die Voraussetzungen wie in Definition 2.5.4, und insbesondere I' eine
graduierte R-Ordnung. Sei weiter

k
K@pl = A= D

i=1
die Wedderburn-Zerlegung von A (die D; sollen also Schiefkorper sein). Weiter bezeichne
jeweis ©; die Mazximalordnung in D; und P; thr maximales Ideal. Dann gilt:

(i) Die zentral-primitiven Idempotente €1, ... e, € Z(A) liegen bereits in I'. Es gilt also

k
I = @ e,
=1
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und jedes ;1" ist seinerseits wieder eine graduierte Ordnunyg.

Die Gitter von ;1" im einfachen ¢;A-Modul V; bilden einen Verband der die Bedin-
gungen (L1) und (L2) aus Satz 2.5.1 erfillt (klar nach Bemerkung 2.5.2), und dieser
ist sogar distributiv, d. h. es existiert eine kompatible Basis fiir die ;I'-Gitter in V;.

fnﬁfz“]ie:cf)es idixist?ie'rzoeégsz € Zq, eine Matriz m € 225" und Zahlen (dy, ... ,d,) € 72,
=10k = Tl
ohixd [myll,g]dlxdz [‘anlﬂdl xdy [m;nl’v}dlxdu 7
17d2xd 37daxd odaxdy
N Wt v il B
] [m;nv,ljdedl [;B;nu,zjdvxdz [m;nv,:j}dvxds : 6?:de |

wobei die rechte Seite als Teilring von O™ zu verstehen ist. Wir fordern zudem

m;; =0 firj=1,...,v (0.B.d.A. , da die Diagonaleintrige von m in der obigen
Definition gar nicht auftauchen). Ferner soll m;, ;,+mj, ;; > 0 fiir alle j1 # ja gelten.

Wir nennen (dy,...,d,) Dimensionsvektor und m eine Exponentenmatrix von &;I.
Es sei aber angemerkt, dass die Fxponentenmatriz nicht eindeutig durch den Iso-
morphietyp von ;I festgelegt ist (nicht einmal bis auf Permutation der Zeilen und
Spalten,).

Beweis.

(i)

Sei eq,...,e; € T ein Satz in A primitiver Idempotente mit e; + ... 4+ ¢, = 1p (der
nach Definition einer graduierten Ordnung existieren muss). Es gilt

81':61"1{‘:61"(614—...4—61):€i61+...+€i€l (219)

Nun sind die e; primitiv in A, und e; = g;e; + (1 — €;)e; ist eine Darstellung von e;
als Summe von zwei Idempotenten. Es gilt also entweder €;e; = e; oder €,e; = 0, in
jedem Fall liegt also ;e; in I'. Folglich liegt mit jedem Summanden auf der rechten
Seite von (2.19) auch die linke Seite, also ;, in I'. Das ¢;I" wieder graduiert ist folgt
direkt aus der Definition.

Wir zeigen, dass eine kompatible Basis fiir V; existiert. Die Distributivitéit folgt dann
aus Satz 2.5.1. Dazu sei ey,...,e,, primitive Idempotente in &;I" wie in Definition
2.5.4. Fiir jedes e; haben wir eine Projektion 7; : V; — V; : v+ v-e;. Offensichtlich
sind die 7m; D-Linksvektorraumhomomorphismen, und Bild(;) ist eindimensional,
denn sonst wire 7; kein primitives Idempotent in Endp(V;) = ¢;A4, und damit wire
e; ebensowenig primitiv.

Bezeichne fiir j € {1,...,n;} mit b; ein Element in V; mit Bild(7;) = D - b;. Wir
behaupten: (by,...,by,) ist eine kompatible Basis fiir den ¢;I-Gitterverband in V;.
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(iii)

Denn sei L C V; ein g;I-Gitter in V;. Dann ist, da die e; alle in I' liegen, L =
> oy mi(L). Jedes m;(L) ist in D - b; ein e;T'e;-Rechtsgitter. Nach Definition 2.5.4
ist e;I'e; isomorph zu O, und © hat nur einen Isomorphietyp von eindimensionalen
Gittern, nimlich ©g. End,,r.;(7;(L)) muss also als R-Ordnung isomorph sein zu ©°,
was eine Maximalordnung ist (wir hatten in Definition 2.4.19 angemerkt, dass diese
Eigenschaft unabhéngig von der Einbettung in K @ g©°% = D°P ist). Identifizieren wir
Ende, ac,(D-b;) mit D°P, so ist also End, e, (7;(L)) gerade ©°P, weil es die eindeutige
Maximalordnung in D°P ist. Also ist 7;(L) ein ©-Linksgitter in D - b;, was als D-
Linksvektorraum isomorph ist zu pD. Folglich ist m;(L) = % - b; fiir ein z; € Z, da
alle ©-Linksgitter in p D von der Form 37 fiir ein z € 7Z sind, und der Isomorphismus
mit D-b; gerade durch Multiplikation an b; von Links induziert wird. Wir haben also
L =370, P - by, womit gezeigt ist, dass (bi,...,b,;) eine kompatible Basis bilden.

Seien ey,...,e,, die primitiven Idempotente von &I' wie in (ii), und diese seien
0.B.d.A. nach Isomorphietyp von e;I" also I'-Rechtsgitter sortiert. D. h. wir haben
ein v € Z+o und ein (dy,...,d,) € Z", sodass

el Zel'= ... Zey Iy eq il = ... = eg 14,1 usw.

und v sei minimal mit der Eigenschaft, dass bei passender Umsortierung der e; ein
solches d € Z" existiert.

Nun betrachten wir ein ¢;I-Gitter im einfachen ¢;A-Modul V;. Nach (ii) existiert
fiir diesen eine kompatible Basis B = (by, ..., b,,), und diese kann nach dem Beweis
von (ii) 0.B.d.A. so gewdhlt werden dass b; - e, = b; - 0,5, fiir alle j, k € {1,...,n;}.
Ferner kann durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz eines Erzeugers von
‘B von Links an die einzelnen b; erreicht werden, dass diese eine Basis von L als
©-Linksgitter bilden (gerade da B eine kompatible Basis ist). Folglich nehmen wir
an dass B als Basis von L gewahlt ist.

Wir betrachten nun die folgende Kette von Einbettungen:

el — Ende(el) < ©mxm

L gl — @MxM (2.20)

r = [l—1-z
' =  BYB

Der Punkt ist nun, dass g;,I' = €, j, ;e ist, und damit &' = (g]') =
®D,, ;, Les.les,) gilt. Betrachten wir also ej,vey, fiir v € T'. Es gilt bj,e;,7vej, = 0
falls js3 # j1, und damit hat ¢(e;,ve;,) nur in der ji-ten Zeile Eintrége ungleich Null.
Genauso sieht man ein, dass da alle e;; mit js # jo auf b; e; ve;, wie Null operie-
ren, b ej,ve;, = c-b;, gelten muss fiir ein ¢ € O, also [t(ej,7€4,)]st = € Osjy * Oty
gilt. Weiter ist ¢(¢;I") natiirlich auch graduiert, womit Diag(®,...,0) C (gI"). Mit
[c - 0sjy - Oujp)s¢ liegen somit auch [© - - © - dgj, - j,lse in ¢(g;1"). Somit ist klar, dass

~~~~~~
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Wir miissen nun zeigen, dass z;; = 0 wenn e,I' = ¢,I'. Dazu nutzen wir aus, dass
Homp(e I, ,I') = e'eg, wo der Homomorphismus, der von e;vey induziert wird
gerade e;I' — eI 1 eg-v — e -7 - es- v ist. Es existiert also, da insbesondere ein
Epimorphismus von e,I" nach ¢;I" existiert, ein vy und ein vy in I' mit e;ypesv9 = €,
woraus e;Yoes - estpe; = €; folgt. Also gilt

t(eyoes) - tlesvoer) = tey) (2.21)

Nun haben wir oben aber gesehen, dass [t(e;)]}, j, = 0jy1 - 05,0, SOWiE [t(esv0€r)]), 0 =
0j,s - 0jy¢ - o flir ein ¢y € P*=t. Wire z,; > 0, so miissten alle Eintrége der Matrix auf
der rechten Seite von (2.21) in B liegen, was nicht der Fall ist. Also gilt z,; = 0.

Wir haben jetzt also Diag(@%*d @d2xd2  @dxdv) C (gl'). Also miis-
sen fir s, ¢t € {l,...,v} sowie j, € {l,....ds},5: € A1,...,d:}

die Spalten [PFrt-tdertti - PEttdeatdsa] T @daxds_[inks- und die Zei-
len [PHsdrtotdatt o REsditotdoitd] @dxdi_Rechtsmoduln sein. Es folgt also
Zdytobde 141G = + 0 = ZditoAde_r+dege UNA Zjodi b tdyi 41 = o0 = Zjodibodig+des

was zeigt dass ¢(g;I") von der Form wie in (2.18) mit Dimensionsvektor d ist.

Angenommen es gébe j; # jo mit mj, ;, +m;, ;, = 0, also m;, ;, = m,, ;, =0, da die
Eintrdge von m alle positiv sind. Dann gébe es also s und ¢ mit d; + ... +d;;—1 <
s<di+...+dj, und dy +...+dj,—1 <t <d;y +...+d;, sowie Elemente vy;,v, €T,
sodass

L(€5’716t) : L(et’hes) = L(es)

Da ¢ eine Einbettung ist folgt e;vie;-e,72e5 = e,. Wir haben also I'-Homomorphismen
o1 gl — el 0 e — ey und @y 0 el — e 1 egr — epypesxr mit
Y9 -1 = ide,r. Wir folgern, dass ¢ surjektiv sein muss, und da dimpg e;I" = dimp e, I’
gilt, muss es damit auch injektiv sein. Wir hitten also e,I' = ¢;I'. Das haben wir am
Anfang des Beweises aber durch die Sortierung der Idempotente nach Isomorphietyp
von ¢;I" ausgeschlossen. Es muss also m;, ;, +m;j, j, > 0 gelten. U

Wir haben in Satz 2.5.5 gesehen, dass graduierte R-Ordnungen in halbeinfachen

K-Algebren die direkte Summe ihrer Projektionen auf die einzelnen Wedderburn-
Komponenten sind. Es reicht also graduierte R-Ordnungen in einfachen K-Algebren zu
betrachten. Diese, so haben wir gesehen, lassen sich durch Exponentenmatrizen und Di-
mensionsvektor beschreiben. Der folgende Satz sagt uns nun, dass umgekehrt jede Exponen-
tenmatrix (die ein paar Voraussetzungen an die Eintréige erfiillt) eine graduierte Ordnung
beschreibt, und wie wir die irreduziblen Gitter der Ordnung aus der Exponentenmatrix
ablesen konnen.

Satz 2.5.6 Sei R vollstindiger diskreter Bewertungsring, K = Quo(R), D ein endlichdi-
mensionaler Schiefkérper iber K, © die R-Maximalordnung in D, B ihr maximales Ideal
und n € N. Dann gelten folgende Aussagen:
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(i)

(ii)
(iii)

(iv)

(v)

Seiv € Zso, d € Z° mit Y d; = n und m € ZLy". Das Gitter

I'(0,m,d) = [(P")4=%].  C D" (2.22)

ij =
ist eine R-Ordnung genau dann, wenn

(a) mpr =0 firke{l,...,v}

(b) mij+mjp > miy
['(©,m,d) ist eine graduierte Ordnung in D"*".

Ist L ein T'(©,m,d)-Gitter in D", so existiert ein | € 7' sodass

L=[ (Bh)xd (P)xd ... (Ph)xd ] C phxm (2.23)
Umgekehrt definiert ein | € Z° tber (2.23) genau dann ein I'(©, m, d)-Gitter, wenn
L<li+mj; Vi,je{l,...,v} (2.24)

Wir nennen | Exponentenvektor des Gitters L.

Zwei T'(©,m, d)-Gitter in D™ gegeben durch Exponentenvektoren | und I’ sind iso-
morph genaw dann wennl —1' = [z, z,..., 2| fir ein z € Z.

Gilt m; j+m;; > 0 fir allei # j (was wir durch passende Wahl des Dimensionsvektors
immer erreichen konnen), so hat T'(©, m,d) genau v Isomorphietypen einfacher Mo-
duln. Wir haben zudem genau v Isomorphietypen von Gittern in D™ mit einfachen
Radikalquotienten, und dabei handelt es sich genau um die projektiv-unzerlegbaren
['(©, m,d)-Moduln. Die Ezponentenvektoren der projektiven I'(©,m,d)-Gitter sind
gerade durch die Zeilen der Matriz m gegeben.

Beweis.

(i)

(1)

my = 0 fiir alle k ist notwendig und hinreichend dafiir, dass 1pnxn € I'(O,m,d).
mij + m;r > m;y ist dquivalent dazu, dass I['(©,m, d) unter Multiplikation abge-
schlossen ist, denn

[(©,m,d)?* = [Z§:1<mmi,j>di><dj : (qgmj,k)djxdk]

— [(mminj{m¢7j+mj,k})dixdk] . é_ [(gpmzk)dzxdk] "

ik

ist offenbar dquivalent zu min;{m; ; +m;.} < m;y.

Dass I'(0, m, d) enthélt direkt nach Definition einen vollstdndigen Satz orthogonaler
in D™*" primitiver Idempotente, ndmlich e; := [0;; - Oki]jr. Es gilt e,I'(©,m,d)e; =
e;0¢;, und das ist eine Maximalordnung in e;De;, da © als Maximalordnung in D
gewdahlt ist.



44

(iii)

(iv)
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Seien eq,...,e, wie oben. Wir betrachten die Idempotente f; := ZZ;l Cdy+. +di_q+k-
Nach Definition ist f;['(©,m,d)f; = f;0@V"f; =2 ©%*di TIst also L C D" ein
['(©,m,d)-Gitter, so ist L - f; ein f;©™" f-Gitter in D" f;, also von der Form
(Ph)>n f;. Dann gilt also L = >0 (P)7 fio = [(P)d, L (Pl) %], wie be-
hauptet.

Andersherum: Ist [ gegeben, so ist L := [(P1)>d . (BL)1*%] ein (O, m,d)-
Gitter genau dann, wenn L - T'(0©,m,d) C L, also wenn

[(;Bli)lxdi}i X [(;Bmi,j)dixdj]iyj
= [Trapmeya ],

J

[(mmini{li+m¢7j})1xdj}
[(;’Blj)lxdj} .

J

J

IN-—=

Das ist nun dquivalent zu [; +m; ; > [; fiir alle 1.

Endpnxn (D*") = D wo Elemente aus D°P durch heranmultiplizieren von links
operieren. Da die (gebrochenen) zweiseitigen Ideale von © in D alle von der Form
B* (k € Z) sind, und ‘P sich von einem Element II erzeugen lisst, sind alle D"*"-
Endomorphismen von D™*™ im Sinne der obigen Identifikation von der Form e-IT¥-¢’,
wo e, €’ € ©* und k € Z. Da sich I'(0, m, d)-Homomorphismen zwischen zwei Gittern
in D" K-linear zu D™*"-Homomorphismen fortsetzen (denn T'(©,m,d) ist eine
volle R-Ordnung in D"*™), sind also auch alle Homomorphismen zwischen Gittern
in D" von dieser Form. Sind also L und L' zwei T'(©,m,d)-Gitter in D™ mit
Exponentenvektoren [ und I, so hat e - I1¥ - ¢’ - L Exponentenvektor | + [k,... k|, L
und L' sind also genau dann isomorph, wenn ein k € Z existiert mit [+ [k, ... k] =,
wie behauptet.

Seien ey,...,e, wie in (ii). Offenbar sind die ¢;I'(©,m,d) irreduzible T'(©,m,d)-
Gitter, deren Exponentenvektor gerade die zu e; gehorige Zeile der Exponentenma-
trix ist. Wir haben also maximal v Isomorphietypen von projektiv unzerlegbaren
I'(©,m,d)-Moduln. Die Zusatzbedingung m;; + m,; > 0 fiir i # j stellt sicher,
dass fiir ¢« # j die Zeilen m; _ und m;_ verschieden sind (denn entweder gilt
mi; > 0 = m;; oder dasselbe mit ¢ und j vertauscht). Die Zeilen sind modulo
Addition von ganzzahligen Vielfachen von [1,...,1] normiert, in dem Sinne dass
ihre Eintrége alle > 0 sind und sie eine Null enthalten (n&mlich m,;; bzw. m; ;). Da
ein solcher Vertreter eindeutig ist folgt, dass m; — — m;_ (i # j) kein ganzzahliges
Vielfaches von [1,...,1] sein kann. Mit (iv) folgt also dass wir tatséchlich genau v
Isomorphietypen projektiv unzerlegbarer Moduln haben (und damit auch genau v
Isomophietypen einfacher Moduln). d
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Folgerung 2.5.7 Aus 2.5.6 (iii) und (v) folgt, dass wenn L ein I'(©, m, d)-Gitter ist, dann
is.t die Vielfachheit jedes einfachen I'(©, m, d)-Moduls als Kompositionsfaktor von % genau
eins.

Beweis. Ist L durch Exponentenvektor [ gegeben, so ist L durch Exponentenvektor
[+[1,...,1] gegeben. Eine echt dazwischen liegende Kette von I'(©, m, d)-Moduln hat also

v mal
maximal Lange v — 2. Also length ﬁ < v. Andererseits muss jeder einfache I'(©, m, d) als
L
pL

vorkommen muss, und % = % == ’13’;;11;7 wo k so gewihlt ist dass P* = p - O).

Zusammen folgt also lengthﬁ = v und jeder einfache Modul kommt genau einmal als
Kompositionsfaktor vor. O

Kompositionsfaktor vorkommen (denn wir wissen dass jeder einfache Modul einmal in

Folgerung 2.5.8 Voraussetzungen wie bisher. Eine graduierte, volle R-Ordnung T' in
D™ st gleich dem Schnitt aller R-Mazimalordnungen in D™*™, die I' umfassen.

Beweis. Geméf Satz 2.5.5 konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass I' = ['(©, m, d) fiir eine
Exponentenmatrix m € Z%3" und einen Dimensionsvektor d € Z%, (wo v € N). Wir
definieren zu jeder Zeile m; _ von m die Matrix

T, = Diag(IT™, ... TI™et T2, T .. TT™)

vV Vv
di mal d, mal

wobei II ein Erzeuger von B sei. Dann ist offenbar T; ' - @™ - T; = [(mik—mis )4 |

Somit gilt

gk

ﬁ Crifl .Qnxn . T, = [(‘Bmaxi{mi,k—mi,j})dj xdki|

j,k
’L:l .77

Nun gilt mit Satz 2.5.6 (i) (b), dass m;x > m;, — m;;. Wegen m;; = 0 gilt fir i = j
Gleichheit. Also max;{m;; —m;;} = m;;, und damit

j7k

ﬂTZfl LM LT = [(;‘ij’k)djxdk] _ F(@,m, d)
i=1
womit, da die 7, ' - ©™*" . T; Maximalordnungen sind, die Aussage gezeigt ist. 0

Lemma 2.5.9 (Graduierte Ordnung aus distributivem Gitterverband) Seien die
Voraussetzungen wie in Satz 2.5.1 und £ sei distributiv ((2.14)), bzw. dquivalent habe eine
kompatible Basis B = (by,...,b,) ((2.13)). Dann gilt

I:=()Ende(el) = (|{X €D | L-X CL}
Leg chan Leg

ist eine graduierte volle R-Ordnung in D™ ™.



46 KAPITEL 2. RINGE UND ORDNUNGEN

Beweis. Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass es sich bei B um die Standardbasis von D*"
handelt. Betrachte die Projektionen m; : DY™" — DIxn . E;Lzl 0;b; — 0;b;, wo
01,...,0, € ©. Nach Definition einer kompatiblen Basis gilt m;(L) C L fiir alle L € £
und ¢ € {1,...,n}. Folglich liegt m; in Endg(eL) fiir alle ¢, bzw. wenn wir wie oben
Endg(eL) als Teilmenge von D™*" auffassen, so liegt pm;p in Endg(eL). Somit liegt also
pm;p in I fiir alle ¢. Die gm;p bilden einen vollstindigen Satz primitiver, orthogonaler
Idempotente in D™*", ndmlich gerade die Standardidempotente [0;; - 0;x]; . Weiterhin
umfasst jedes Endg(gL) auch gm; g©"*"gm;p = © (argumentation wie oben, da alle L nach
Vorraussetzung von der Form (2.13) sind). Folglich ist pm;gl'pm; 5 eine Maximalordnung
in pm; g D™ " pm; g, womit I' eine graduierte Ordnung ist (vgl. Definition 2.5.4). O

Bemerkung 2.5.10 Zusammen mit Satz 2.5.5 (ii) haben wir also graduierte Ordnungen
in D™*™ charakterisiert als Schnitt der ©-FEndomorphismenringe aller Gitter in einem dis-
tributiven Verband gemdfs Satz 2.5.1.

Bemerkung 2.5.11 Nach Satz 2.5.6 sind alle Rechtsgitter einer graduierten Ordnung I’
auch © Linksgitter. Da jeder einfache I'-Moduln als Qutient zweier I'-Gitter vorkommt
(gemdfS Folerqung 2.4.9) ist auch jeder einfache I'-Modul ein ©-I'-Bimodul.

Definition 2.5.12 (Graduierte Hiille) (Anmerkung: Diese Definition ist nicht dquiva-
lent zu der in [Ple83|. Was wir hier definieren wiirde dort als “graduierte Uberordnung,
die in einer erblichen Hiille enthalten ist” bezeichnet werden.) Bezeichnungen wie bisher.
Zu einer vollen R-Ordnung A in D™*™ bezeichnen wir eine graduierte Ordnung ', die A
umfasst, als eine graduierte Hiille von I', sofern die folgende Bedingung erfillt ist: Ist S
ein einfacher T'-Modul, so ist S|p ein einfacher ©-A-Bimodul (gemaff 2.5.11 kénnen wir S
als ©-T'-Bimodul auffassen,).

Bemerkung 2.5.13 Die Forderung der letzten Definition st dquivalent dazu,
dass eine I'-Kompositionsreihe von ﬁ (L irreduzibles T-Gitter) auch eine O-A-
Bimodulkompositionsreihe ist. Aus Folgerung 2.5.7 ist die Anzahl der Isomorphietypen
einfacher Moduln einer graduierte Hille von A C D™ also genau die Linge einer
O-A-Bimodulkompositionsreihe von ﬁ fiir ein irreduzibles ©-A\-Bigitter L.

Satz 2.5.14 (Existenz einer graduierten Hiille) Ist A eine volle R-Ordnung in D™",
so existiert eine graduierte Hiille von A.

Beweis. Wihle ein ©-A-Bigitter Ly. Wahle ©-A-Bigitter L; sodass
Lo2L12 ... 2 Ly1 2 L, =P Lo

und L; sei jeweis maximal in L;_; (als ©-A-Bimodul). Offenbar ist € := |Ji_{ ez B Ly,
ein Verband der die Voraussetzungen von Satz 2.5.1 {iber kompatible Basen erfiillt und im
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Sinne selbigen Satzes ebenfalls distributiv (beide Aussagen sind trivial, da die Elemente
aus £ eine Kette bilden). Mit Lemma 2.5.9 ist also

v—1

I':= m EHd@(@Lk)
k=0

eine graduierte Ordnung. Da A C I" gilt, folgt, dass die Menge der Gitter von I' in selbiger
von A enthalten ist. Zusatzlich sind alle I'-Gitter auch O-I'-Bigitter, und somit ist L;

[-maximal in L; | fiir ¢ = 1,...,v. Somit sind die einfachen I'-Moduln gegeben durch
%, also einfach als ©-A-Bigitter nach Konstruktion. U

Definition 2.5.15 Seien A und I" zwei volle R-Ordnungen in einer endlich-dimensionalen
K-Algebra und A CT.

(i) Sei L ein A-Modul. Wir definieren ein T'-Gitter L-T wie folgt: Wir nehmen das Bild
der kanonischen Homomorphismus 1t : L — K ®rL: m— 1®m. K ®g L ist
ein K ®r A-Gitter, und wir konnen K @z A mit K Qp ' identifizieren, denn die
Einbettung A — T setzt sich zu einem Isomorphismus zwischen K @ g A und K @ T’
fort. Daher kénnen wir K ®g L als I'-Modul auffassen und

L-T:=L)-T
definieren.

(i1) Fir zwei A-Moduln Ly und Ly und ein o« € Homy (Ly, Ly) kénnen wir einen Homo-
morphismus o - I' € Homp(Ly - I, Ly - T') definieren dber

a-I':= ldK ®Ra|L1~F

FEs ist klar dass Bild(idg @ga) C Lo - T', denn {1 ®@ m | m € Ly} erzeugt Ly - T
ale I'-Modul, und wird nach Definition auf {1 ® a(m) | m € L} abgebildet, was in
{1®@m | m € Lo} enthalten ist, was wiederum Lo -T" als T'-Modul erzeugt. Zusammen
mit der T'-Linearitdt der Abbildung folgt also a-T' € Homp(Ly - T', Ly - T).

“— . T'” definiert einen additiven (kovarianten) Funktor von My nach Mr.

Lemma 2.5.16 Seien A, T’ zwei volle R-Ordnungen in einer endlich-dimensionalen K-
Algebra A und A CT'. Weiter seien L und L' A-Moduln und o € Homy (L, L") ein Epimor-
phismus. Dann ist - I' € Hom(L - I', L’ - T') ebenfalls ein Epimorphismus.

Beweis. Aus a(L) = L’ folgt
(a-TYL-T)D(a-T)1®m|mel)={1®a(m) |melL}={1@m'|m' €L}

Die rechte Seite ist nach Definition ein I'-Erzeugendensystem von L’ - T', folglich gilt auch
(a-T)(L-T) D L'-T. Die umgekehrte Inklusion ist klar, womit die Aussage gezeigt ist. [J
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Satz 2.5.17 (Anwendung von Lemma 2.5.3) Sei A C ©™*" eine volle R-Ordnung in

D™ Weiter sei % endlich. T' sei eine graduierte Hiille von A. Sei L ein irreduzibles

I'-Gitter und t sei die Linge von ﬁ als ©-A-Bimodul. Dann gilt:

(i) Definiere SRQ(T") := { Iso.-klassen irr. T-Gitter mit einfachem Radikalquotienten }.
Dann gilt | SRQ(T")| = t, und es handelt sich genau um die projektiven I'-Moduln.

(i1) Definiere SRQ(A) := { Iso.-klassen irr. A-Gitter mit einfachem Radikalquotienten }.
Dann gilt | SRQ(A)| > t.

(iii) Fir einen T'-Gitter P € SRQ(T") definiere
Subr /s (P) := { Iso.-klassen von A-Gittern @ mit @ -I' =p P } N SRQ(A)
Dann gilt Subr/A(Q) # 0 fir jedes P € SRQ(T).

(iv) Ist Q € Subp/s(P) fir ein P € SRQ(T), so ist JaCL@) isomorph zu einem A-

Kompositionsfaktor von h%ip)h.

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass der Verband £ aller A-Gitter in D**" die Bedingungen
(L1) und (L2) aus Satz 2.5.1 erfiillt, wobei wir in den Forderungen © als R wihlen (haben
wir in Bemerkung 2.5.2 (ii) gezeigt). Der Verband £* aller [-Gitter in D**™ erfiillt die Be-
dingungen mit © unverdndert, und ist zudem distributiv, da [' graduiert ist. Trivialerweise
gilt £ C £ und £* # (). Somit erfiillen £ und £* die Voraussetzungen aus Lemma 2.5.3.

(i) Folgt direkt aus Bemerkung 2.5.13 und daraus, dass die projektiv unzerlegbaren
Gitter einer graduierten Ordnung alle irreduzibel sind (siehe Satz 2.5.6 (v)).

(ii) Folgt aus (iii), denn X € Subp/a(X’) und Y € Subp/a(Y') mit X - T' =2 X' 2p V' =
Y - T’ impliziert X 2, Y.

(iii) Wéhle einen Vertreter von P in D'*" (den wir 0.B.d.A. mit P bezeichen). Dann gilt
[P] :={B*- P | 2 € Z} € SRQ(L*) nach Definiton (wo SRQ(L*) hier wie in 2.5.3
definiert sei). Dann ist weiter nach 2.5.3 Subg.¢([P]) # 0. Wahle also einen Vertreter
Q eines Elements aus Subg-/¢([P]). Wir behaupten @ € Subp/x(P). Denn @ -I' (was
wir in D'*™ identifizieren konnen) ist ein I-Gitter und umfasst Q, also existiert nach
Definition von Subg/¢([P]) ein z € Z mit Q CP*- P C Q-T. Da Q (als Menge) den
[-Modul @ - T" erzeugt folgt also *- P =@ - I' und damit Q) - I' = P.

(iv) Wéhle wie in (iii) einen Vertreter von P in D" und wihle zu @ € Subr/s einen
Vertreter, sodass zwischen @) und P keine weiteren I'-Gitter liegen (geht direkt nach
Definition). Offenbar gilt dann also Jac(P) 2 @ (denn sonst wire Jac(P) ja ein
[-Gitter zwischen @ und P). Also ist Jac(P) N @ ein echter A-Teilmodul von @,
also Jac(P) N Q C Jac(Q), da Jac(Q) eindeutiger maximaler Teilmodul von @ nach
Definition. Wir haben also

Q + Jac(P) _ Q L9
Jac(P) — @QnNJac(P)  Jac(Q)
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was die Behauptung zeigt, denn die linke Seite ist ein Teilstiick von %;P)‘ A

2.6 Struktur der projektiv-unzerlegbaren A-Gitter

In diesem Kapitel sei stets R ein vollstdndiger diskreter Bewertungsring mit maximalem
Ideal p = (m)g. Der Restklassenkérper F' := % sei von Charakteristik p > 0 und es gelte
|F'| < oo. Ferner sei K := Quo(R) von Charakteristik Null. A sei eine endlich-dimensionale
R-Ordnung und A := K ®g A sei halbeinfach.

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, wie sich die projektiv-unzerlegbaren A-
Gitter aus den irreduziblen A-Gittern mit einfachem Radikalquotienten konstruieren lassen,
was wir dann in Algorithmus 3.4.1 im néchsten Kapitel zur Anwendung bringen werden.

Lemma 2.6.1 Sei S ein einfacher A-Modul, sowie P(S) dessen projektive Hiille. Weiter-
hin sei Q ein A-Gitter mit dim K ®g QQ = dim K @ P(S) und %@ =~ S. Dann gilt

Q= P(s)

Beweis. Seien ¢ : P(S) — S und ¢ : @Q — S die natiirlichen Epimorphismen
auf den Radikalquotienten S. Dann bekommt man aus der Projektivitdt von P(S) ein
¥ € Homy (P(5), Q), sodass das folgende Diagramm kommutiert:

Q-3

DNk

P

Nun ist o surjektiv, denn 93 = ¢ ist surjektiv, also Bild(¥) & Kern(¢) = Jac(Q). Da
Jac(Q) eindeutiger maximaler Teilmodul in @ ist folgt Bild(¥) = @. Aus Dimensionsgriin-
den ist nun idg ®9 Isomorphismus zwischen K ®g P(S) und K ®p @, und demnach ¢
auch injektiv. Die Aussage folgt. O

Da die Dimensionen der projektiv-unzerlegbaren A-Moduln aus den Zerlegungszahlen
im Allgemeinen a priori bekannt sind reduziert sich mit diesem Lemma die Suche nach den
projektiv-unzerlegharen Moduln auf die Suche nach Gittern mit einfachem Radikalquoti-
enten von passender Dimension. Der folgende Satz befasst sich mit deren Konstruktion (in
Algorithmus 3.4.1 werden wir das dann als Algorithmus formulieren).

Satz 2.6.2 Seien X,Y A-Gitter mit Jac)((X) = Ja§Y) = S einfach. Ferner gebe es kein
A-Gitter ungleich {0}, das epimorphes Bild von sowohl X als auchY ist.

Es sei ein System (Mi)iezzo von A-Moduln gegeben zusammen mit



50

KAPITEL 2. RINGE UND ORDNUNGEN

(i) Epimorphismen €; : M; — M,;_y fir alle i >0

(ii) Epimorphismen @Z)l(X) . X —» M; und ¢£y) - Y — M; fiir alle i € I sodass @Di(X)ei =

X und e, = ) Jiir alle i > 0

)

Dann qilt:

(1) Jedes solche System von Moduln wird stationdr, d. h. es existiert ein ng € Zxo sodass

alle €5 mit j > ng Isomorphismen sind.

(2) Konstruiert man indukliv ein solches System und wdhlt die ; mit nicht-trivialem

Kern, so kommt man also irgendwann zu einem Modul My, fir den keine
Mk+1,5k+1,@/),(€ﬁ,¢,(€?1 mehr existieren die (i) bis (iii) erfillen und fir die ey, kein
Isomorphismus ist. Fir dieses maximale M gilt dann, dass der Pullback

P={zy eXoY | ¢ @) =v" 1)
wm folgenden Diagramm

¢<X)
M, <—

X
S
P

Y Y

(2.25)

(wobei mx ((x,y)) =, 7y ((z,9)) = y)

einfachen Radikalquotienten isomorph zu S hat. Des weiteren sind die Projektionen
mx und my surjektiv.

Beweis.

(1) Angenommen es existiert (M;)ez., sodass (i) bis (iii) erfiillt sind und Kern(e;) # {0}

fiir alle i. Setze M, = @MZ Angenommen M, ist ein Torsionsmodul (als R-
Modul). Dann existiert ein k& € N sodass 7% € Anng(M,,). Es folgt automatisch
7% € Anng(M;) fiir alle i, denn alle M; sind epimorphe Bilder von M,,. Da aber nun
alle M; auch epimorphe Bilder von X sind folgt somit, dass alle M; sogar epimorphe
Bilder von % sind. Selbiger hat aber bereits als R-Modul endliche Linge, wihrend
M,; mindestens Lénge ¢ hat (Widerspruch).

Folglich ist M, kein Torsionsmodul, t(])\f[%) also ein A-Gitter ungleich {0} (der R-
Torsionsteilmodul eines A-Moduls ist trivialerweise auch ein A-Teilmodul). M, ist
nach den Eigenschaften des inversen Limes epimorphes Bild von sowohl X als auch

Y, selbiges gilt demnach auch fiir t(]}@%), im Widerspruch zur Voraussetzung.

(2) Sei J < P ein maximaler Teilmodul. Dann haben wir zwei Moglichkeiten:
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(a) mx(J) = X. Wir zeigen, dass dieser Fall nicht auftreten kann, da M} dann nicht
maximal im obigen Sinne ist: Es ist

P K J K
2L ern(mx) + ~ ern(mx)
J J Kern(rx) N J

also Kern(mx) N J < Kern(7x) und damit auch
my (Kern(mx) NJ) < my (Kern(mrx)) (2.26)

denn Kern(my) N Kern(mx) = {0}, also Ty [kem(ry) injektiv.
Es gilt my (Kern(ry)) = Kern(w,(gy)), denn y € my(Kern(ry)) < (0,y) €
P < 0= z/;,(gx)(o) — zp](cy) (y) <= y € Kern <w,(gy)>. Wir haben also

[P S
kT Kern (%ﬂ) 7y (Kernmy)

und damit nach (2.26) einen Epimorphismus

o Y
" my(Kern(mx) N J)

mit nicht-trivialem Kern. Weiter setzen wir
wlg)l : Y — My o y—y+ my(Kern(mx) N J)

w,g)l P X — My vy (nd ({2 N )

Wohldefiniertheit iiberpriift man leicht.

Aus dem Diagramm (2.25) liest man ab, dass wenn man o0.B.d.A. M; =

— (Kefn(ﬂx)) setzt, dann lauten die Abbildungsvorschriften

w}gy) Y — My y— y+ my(Kern(ry))

O X — My (i (o))
Also ist ¢,(€X) = ¢,(£)15k und zﬂ,iy) = w,g)lak. Das System war also nicht maximal,
was ein Widerspruch ist. mx(J) = X kann also nicht auftreten.
(b) mx(J) < X, also mx(J) < Jac(X). Also gilt

X

<K P X
J < Rem - —>Jac(X)

(.

-~
=x
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Bild(a) = %(X) = § ist einfach, also Kern(a) maximal in P, und da J auch
maximal in P ist folgt J = Kern(«). Da Fall (a) nicht auftreten konnte ist

Kern(«) also der eindeutige maximale Teilmodul von P. Damit also

I
Jac(P)  Kern(a)

= Bild(a) = S

wie behauptet.
O

Bemerkung 2.6.3 Die Vorraussetzung im letzten Satz, dass X undY keine gemeinsamen
R-torsionsfreien epimorphen Bilder haben scheint theoretisch ersteinmal schwer verifizier-
bar. Man hat jedoch folgende Fille, in denen diese Voraussetzung gegeben ist:

(i) Wenn Homus(K®@pX, K®@rY) = {0}, d. h. wenn K®@X und K®Y zu verschiedenen
Wedderburn-Komponenten von A “gehdren’. Sind also e1 und o Idempotente in Z(A)
mit €1 - €9 = 0, so eignet sich das Lemma, die projektiv unzerlegbaren e;A-Moduln P,
mit Kopf S zum projektiv-unzerlegbaren (e1 + €3)A-Modul mit Kopf S zu verkleben.

(11)) Wenn X und Y irreduzibel sind, und X 2Y als A-Moduln. X ist dann ndmlich bis
auf Isomorphie das einzige A-Gitter das epimorphes Bild von X ist (analog firY ).

Aus (i) folgt, dass wir uns auf eine einfache K-Algebra einschrinken kénnen (genauer:
auf die £; A fiir zentral-primitive Idempotente ¢; in A), und sich die projetiv unzerlegbaren
AN-Moduln durch Pullbacks aus den projektiv-unzerlegbaren c; A-Moduln konstruieren lassen.

Das Problem das auftritt, wenn wir bei (ii) die Forderung “X irreduzibel” weglassen,
ist, dass wir nicht sicher sein kénnen, dass ein irreduzibles A-Gitter Y mit —or =2 —X

Jac(Y) Jac(X)
existiert, dass nicht epimorphes Bild von X ist.

Lemma 2.6.4 Sei A = K ®A einfach, U eine graduierte Hiille fiir A und X ein A-Gitter.
Q1, ..., Qr seien wrreduzible A-Gitter sodass jeweils ein A-Epimorphismus ¢; © X — Q;
existiert (firi1=1,...,k) und

k

=1

Sei nun Q; - I jeweils projektiver I'-Modul (d. h. liege in SRQ(T") ), und gelte Q;-I' 2 Q;-T
fur alle i # 5. Dann folgt

k
X-r=@e;-r (2.27)
i=1
Insbesondere folgt: Ist QQ ein weiteres irreduzibles A-Gitter mit QQ - T' € SRQ(T) und

Q-T2 Q- I'Vi=1,....k
so folgt, dass kein A-Epimorphismus ¢ : X — Q) existiert.
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Beweis. Da p; : X — @); epimorph ist, folgt mit Lemma 2.5.16, dass ¢; - I': X -T' —
Qi - T ein Epimorphismus ist. Per Voraussetzung sind die @); - I' projektive I'-Moduln,
und da projektive Epimorphe Bilder von Moduln direkte Summanden von selbigen sind
(allgemein), folgt, dass jedes @; - I' direkter Summand von X - I' ist. Nach Satz von Krull-
Schmidt hat X -I" eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung als direkte Summe projektiv
unzerlegbarer I'-Gitter. Da die Q);-I" paarweise nicht-isomorph sind muss also auch @le Qi
[ ein direkter Summand von X - I' sein. Nach (2.27) folgt nun aus Dimensionsgriinden,
dass @, Q; - I' = X - T' gelten muss.

Zum Zusatz: Mit ¢ : X — @ wire mit demselben Argument wie oben Q- IT" ein direkter
Summand von X - I'. Damit wére aber auch @@, Q; -I' ® @ - I ein direkter Summand von
X - T', was nicht sein kann, da die R-Dimension des direkten Summanden grofer wire als
die von X - T'. U

Lemma 2.6.5 Set K@A = D™ und © die R-Mazimalordnung in D. Ist S ein einfacher
O-A-Bimodul, so ist S als A-Modul halbeinfach und es existiert ein einfacher A-Modul S

und ein k € N sodass
k
i2 DS

Es gilt

. ©
k< dlmF%

Beweis. S ist als F-Vektorraum von endlicher Dimension, also finden wir einen minimalen
A-Teilmodul S <, S. Wir wihlen dieses S als das S aus der Behauptung. Nun operiert
e

F von links auf den Elementen von S (denn B - S ist nach Nakayama-Lemma ein echter

Teilmodul von S, also = {0}) und damit auf denen von S. Nun ist Y eV - S ein nicht-
trivialer ©-A-Teilbimodul von S, also gleich S. Alle ¥ - S sind A-Moduln und als solche
isomorph zu S oder {0}. Folglich ist S als A-Modul halbeinfach (da Summe einfacher
Moduln), und da alle Summanden isomorph zu S sind gilt S|y = @" S fiir ein k € N.

Damit ist nun End, (S|,) 2 Enda(S)¥**. Die Elemente aus % operieren auf S durch A-

Endomorphismen, was uns eine Einbettung (als F-Algebren) % < End,(S) = End, (S)***

liefert (injektiv, da % ein Schiefkérper ist). Damit wird M := Ends(S)"** zu einem
EndA(S)—%—Bimodul. Als solcher ist M einfach, denn M ist halbeinfach (da EndA(S)Op@)F%

ein halbeinfacher Ring ist) und wire M = M; @ M, eine nicht-triviale Zerlegung, so wé-

ren die Projektionen m; : M — M; EndA(S)—%—Bimodulhomomorphismen, lagen also

in Endy (S)** und wiirden mit den Bildern von % in End, (S)"* kommutieren. Somit

kénnen 7,y als nicht-triviale, orthogonale Idempotente in End,(S) aufgefasst werden,
die mit den Bildern der Elemente aus % kommutieren. Folglich sind 7;(S) nicht-triviale

©-A-Biteilmoduln von S , im Widerspruch zur vorausgesetzten Einfachheit von S.



54 KAPITEL 2. RINGE UND ORDNUNGEN

Damit ist k& die Enda(S)-Dimension eines einfachen EndA(S)—%—Bimoduls, und damit
die Dimension eines direkten Summanden von End, (S)P® F% aufgefasst als End, (9)P®p
%—Rechtsmodul. Wir folgern

dlmF EndA(S)Op Rp %
dimp End, (S)

=110

Folgerung 2.6.6 Sei A .= K @ A = D"V der einfache K ®r A-Rechtsmodul, © die
Mazimalordnung in D, B ihr maximales Ideal, und U eine graduierte Hiille von A. Weiter
sei S ein einfacher A-Modul. Dann folgt:

(i) Es existieren mindestens

Dy,s
N = :

(Dy.s wie in der Definition der Zerlegungszahlen) nicht-isomorphe irreduzible, pro-

jektive I-Gitter Py, ..., Py, sodass jedes Q; € Subp/x(F;) Kopf WZQ) >~ S hat.

(11) Ist X irgendein A-Teilgitter von von @ﬁzl Q; mit | < N, sodass die Projektionen
m oo X — Q; jeweils surjektiv sind, so existiert kein A-Epimorphismus von X
auf Qg firk =1+ 1,...,N. Wir kénnen also Satz 2.6.2 iteriert anwenden, um ein
A-Gitter P < @f\il Q; mit m;(P) = Q; und WI?P) >~ S zu erhalten.

(ii1) Gilt zusdtzlich Enda(S) = F, so ist das in (ii) konstruierte P der projektiv unzerleg-
bare A-Modul mit Kopf S.

Beweis.
(i) Sei L ein I-Gitter in V' und

%L:Lk;kalgnggLozL

eine I'-Kompositionsreihe von ﬁ (und damit automatisch auch eine ©-A-
Kompositionsreihe nach Definition einer graduierten Hiille). Wir wissen, dass S
in einer A-Kompositionsreihe von p_iL genau Dy ¢ mal als Kompositionsfaktor vor-

kommt (denn so ist Dy g definiert). Weiterhin existiert ein e mit ¢ = p - ©, und
p-L=P- LGP LG ... 5P L=List eine Kette von Teilmoduln, sodass

die Subquotienten g"%l—LL jeweils isomorph zu ﬁ sind. Folglich ist die Vielfachheit
von S als Kompositionsfaktor von ﬁ genau %. Nach Lemma 2.6.5 kommt in den

L;
Litq

entweder S nicht als Kompositionsfaktor vor, oder £ =, @ZS

Quotienten - =
i+1
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mit [ < dimp % Folglich ist die Anzahl der i € {0,...,k —1} mit ;"= = @ S grofer
oder gleich —=

. Bs gilt e = lengthg 2 ) und dlmp T lengthR o3 also
e-dimp % = lengthg
= dimp & 05 = = dimg © = dimy End4 (V)

D. h. dass mindestens N = {%-‘ nicht-isomorphe einfache I'-Moduln exis-
img End4 (V)

tieren, die auf A- Eingeschrénkt isomorph zu einer direkten Summe von Kopien von §
sind (da die Quotlenten T als ['-Moduln aufgefasst gerade Vertreter der Isomorphie-
klassen einfacher I'-Moduln sind). Jeder dieser einfachen I'-Moduln hat eine projetive
Decke. Diese nehmen wir als P, ..., Py. Nach Satz 2.5.17 ist fiir ein Ql € Subp/A(R-)
der Kopf Ql ein A- Kompomtmnsfaktor von i =~ S, also Tactos 1 =S,

Jac( Jac( ac(

(ii) Folgt direkt aus Satz 2.6.2 und Lemma 2.6.4.

(iii) Folgt aus der Brauerreziprokitit (Satz 2.4.8) und Lemma 2.6.1. Nach ersterer ist die
Dimension der projektiven Decke von S gleich dimg (V) - Dy - %m. Wegen
der Voraussetzung dimg End, (S5) = 1 ist das genau gleich dimg P, aus Lemma 2.6.1

folgt also P = P(S). O

Bemerkung 2.6.7 Um die obige Folgerung anzuwenden st es nicht wesentlich, dass
wir tatsachlich eine graduierte Hille kennen. Wir kinnen sie ndmlich auch so lesen: Ist
Enda(S) = F, so ist P(S) das einzige A-Gitter mit Radikalquotient isomorph zu S, das
jedes irreduzible A-Gitter mit Radikalquotient isomorph zu S als epimorphes Bild hat. Da-
mit konnen wir Satz 2.6.2 stets induktiv so lange anwenden, bis wir gemdfS Lemma 2.6.1
die projektive Decke von S gefunden haben.

2.7 Bemerkungen zur Struktur der Wedderburn-
Komponenten

Im folgenden sei R ein vollstandiger diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal p =
(m)r, K := Quo(R). Weiterhin fixieren wir A = K™" V = K" aufgefasst als der
einfache A-Modul, und eine volle R-Ordnung A in A.

Eine zu ¢; RG Morita-dquivalente R-Ordnung A (fiir ein zentral-primitives Idempotent
in g; € KG, G eine endliche Gruppe) ist hier natiirlich das naheliegendste Anwendungs-
beispiel. Aufgrund der obigen Bedingungen muss K allerdings Zerfiallungskorper fiir ¢, KG
sein, sodass £; RG ismomorph zu einem Matrixring iiber K ist. Der Grund warum wir diese
Einschrankung hier machen ist, dass wir die R-Ordnungen in einem Schiefkorper (bzw.
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auch in einer Korpererweiterung von K') nicht so einfach iiberblicken kénnen, wihrend R
die einzige R-Ordnung in K ist.

Wir kénnen aber gleich vorwegnehmen, dass wir hier nicht weit kommen werden, und
uns daher in konkreten Féllen nichts anderes iibrig bleibt, als zu rechnen.

Bemerkung 2.7.1 Seien Pi,..., P, die projektiv-unzerlegbaren A-Gitter. Dann kénnen
wir jedes P; in eine direkte Summe @fil V' einbetten, wobei sich die d; iber die Brauerre-
ziprokitditsformel aus den Zerleqgungszahlen bestimmen lassen.

Dann lisst sich die Basisordnung von N wie folgt in eine volle Matrizalgebra einbetten

EndA(P1 @ e EB Pk)Op

12

([HomA(Pia PJ)]W s o)

— ([HomA(@di V, @dj V)}

, +,0
ij

Sind alle d; = 1, so enthdlt die Basisordnung offensichtlich einen (in K~ dixzdi) vollstandi-
gen Satz primitiver, orthogonaler Idempotente, ndmlich gerade die Bilder der Projektionen
auf die P; (aufgefasst als Elemente in Endy (P & ... ® Py)) unter der obigen Kette von
Isomorphismen/Finbettungen. Daher ist im Fall, dass alle d; = 1 sind, A eine graduier-
te Ordnung (denn die zweite Bedingung in Definition 2.5.4 fdllt dadurch weg, dass R die
einzige R-Ordnung in Ends(V)P = K ist). In diesem Fall missten wir also nur noch die
Ezponentenmatriz von A bestimmen, was der in [Ple83] gewdhlte Ansatz ist.

Sind nun nicht alle d; = 1, so wdire es notwendig, die mdglichen Isomorphietypen von
Endy (B)°P — K%*di 2y bestimmen, was zumindest fiir den Fall d; = 2 gelingt (der Ansatz,
volle R-Ordnungen in K%*% zu Klassifizieren wird natirlich mit groferem d; schwieriger,
daher macht es vermutlich wenig Sinn, dies fir d; > 2 weiterzufihren).

o R dix3di

Bemerkung 2.7.2 Sei I' eine Ordnung in einer halbeinfachen K-Algebra B, u € Z(B)*,
und I' beziiglich T, selbstdual. Gilt A = ¢;B und A = &;I" fiir ein zentral-primitives Idem-
potent ¢; € B, so folgt mit Lemma 2.4.16 A D Absiv,

Entsprechend gilt fiir ein primitives Idempotent e € ', dass g;ele D (g;eAe)*5¢, denn
nach Satz 2.4.17 ist el'e eine selbstduale Ordnung in eBe. ;e ist ein primitives Idempotent
in A, und damit ist e;ee;e isomorph zu Endp (eA)°P, was gerade der Endomorphismenring
eines projektiv-unzerlegbaren A-Gitters ist.

Wir konnen also die Tatsache, dass die Enda(P;)°P ihr duales beziiglich einer Spurbi-
linearform T, umfassen, benutzen, um die moglichen Isomorphietypen von Endy(P;)°P bei
gegebenem u einzuschrinken.

Das folgende Lemma ist im Wesentlichen elementar, und offenbar wohlbekannt.
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Lemma 2.7.3 (Fall d; =2) (i) Jede volle R-Ordnung A in A = K**? ist konjugiert in
GL(2, K) zu einer R-Ordnung in R**? mit R-Basis der Form

{HH’[Z;}’[;H’H:SH R (2.28)

mit ¢ € Zso U {oo} (mit der Konvention > :=0), r,s € Z>o und o € R, wo gilt
r—vg(a) < s < r, und natirlich 0.B.d.A. q < s oder ¢ = oo. Andersherum ist
jedes R-Gitter von R**?, das eine Basis der obigen Form hat und die Bedingungen
an q,r,s und « erfillt, eine R-Ordnung.
(ii) Firu=e-n%€ Z(A) 2 K,d € Z und e € R* gilt
discr, A = p_4'd+2'r+2'5
Es gilt A D A*" genau dann, wenn
(1) d>0
(2) 2-r <min{2-d, v.(a) + v-(2) + d}
(8) 2-s <min{2-d,d+ v,(2)}
(4) a=s+r—d

Beweis.

(i) Wir konnen 0.B.d.A. eine Basis von A von der Form

1 0 0 a 0 0 0 0
[01}’{b01’{d6]’[of} (2.29)
—_—_——— —— —— ~——

=:X, =:Xs =:X3 =:X4

finden (denn wir wissen X; = idgex2 € A, und den Rest der Basis bekommen wir
iiber Hermite-Form-Berechnung, wenn wir die Eintrige der Matrizen in der richtigen
Reihenfolge in Zeilen schreiben).

Wir wollen zuerst zeigen, dass wir durch Konjugation mit Matrizen in GL(2, K) die
Ordnung A zu einer Ordnung A’ C R**? konjugieren konnen, die eine Basis der
obigen Form mit e = 0 hat. D. h., um Verwirrungen bei den Fallunterscheidungen zu
vermeiden, denn Fall e = 0 verwerfen wir stets. Wenn v, (e) > v(f) gilt kénnen wir
Xz durch X5 — % - X, ersetzen, also haben wir in diesem Fall 0.B.d.A. e = 0. Wir

nehmen jetzt also an dass v,(e) < v (f) gilt. Definiere
10
T .= [7 1} € GL(2, R)
wobei v € R noch festzulegen ist. Wir haben

v a0 0] e [ 00
T Xy T _{d_%e el,T Xy T —{—7% f]
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Gilt v;(d) > v,(e), so kénnen wir v so wéhlen, dass d — v - e = 0 gilt. Wir kénnen
dann die mit 7" konjugierten X;’s wieder in die Form (2.29) bringen, nur dass die
Bewertung von f echt kleiner wird (nimlich héchstens gleich v (e), da T - X3 - T~*
die Rolle von X, iibernehemn kann). Da die Bewertung von f nur endlich oft echt
kleiner werden kann, kommen wir durch Iteration der bisherigen Schritte zu einer
zu A konjugierten Ordnung mit v, (d) < v;(e). Wie schon oben kénnen wir wieder
annehmen v, (e) < v;(f) oder e = 0. Angenommen e # 0, also v,(d) < v(e) < v(f).
Dann liegt %b in R, also

e-b {0 0 € A C R

Xy Xo— — Xy =
312 d 3 0 —%%—d-a%—e-c

Also muss f, und damit auch e, —%’b +d-a+ e-c teilen. Somit teilt e auch d - a,
denn die anderen beiden Summanden teilt es trivialerweise. Wir konjugieren nun mit

T = [g 2] € GL(2,K) aberi. A. ¢ GL(2, R)

Es gilt
X{ =T X1 . T/_l = Xl;

Xp=T Xy T =

_da da
e [3
be?—d?a—dec datec !

ed e

_ 0 0
K [00]

-f

Aus 42 € R folgt X} € R**%. Die anderen Matrizen liegen offensichtlich in R**?, und

XQ::T’-X4-T"1:[ 0 0}

d-a f

=
bildet also eine Basis wie in (2.29) mit e = 0.

Wir kénnen A also immer zu einer Ordnung konjugieren, die eine Basis der Form
(2.29) mit e = 0 hat. Durch Multiplikation der Basis mit passend gewihlten Einheiten
konnen wir die Basis dann auch auf die Form

1 0 0 a 0 O 0 O

R 23
NS ~~ e ~~ 7 N\ ~~ e

=:X1 =:X2 =:X3 =:X4



2.7. BEMERKUNGEN ZUR STRUKTUR DER WEDDERBURN-KOMPONENTEN 59

mit r, s € Z>o und ¢ € Z>o U {oo}. Nun konjugieren wir noch mit

Lo
"o a
T._{Ol]

um eine Basis wie in (2.28) zu bekommen. Die Bedingungen an ¢,r, s und « ergeben
sich dann leicht daraus, dass A unter Multiplikation abgeschlossen sein muss.

Wir kénnen 0.B.d.A. sagen u = 779, also e = 1y, denn die Werte von T,—a und 7T}, -4
unterscheiden sich nur um Einheiten. Nun ist die Grammatrix von A beziiglich der
Basis (2.28), hier bezeichnet mit B, gegeben durch

274 ma—d 0 ms~d
(T )B 7qud 9 7T7d(1/ + ﬂ.fd+2q ﬂ_rfd 7T.q+sfd
B =
’ 0 7 0 0
std 7.qursfcl 0 7T2 s—d
und es gilt det(p(T,)?) = —7~ 442725 as die Behauptung iiber die Diskriminante

zeigt. Nach Bemerkung 2.4.14 (iv) gilt A O A** genau dann, wenn (5(T,)%) bin R4

liegt. Wir rechnen aus

7Td 0 0 _7T—s+d
—r+d
o 0 0 w 0
(8(T)") " =
0 ﬂ.—r-i-d -9 7Td_2 "o _ﬂ.q—s—i—d—r
_ﬂ.—s-i-d 0 _ﬂ.q—s-i-d—r 2 7T_2 s+d

Bedingung (1) folgt nun aus dem (1,1)-Eintrag, Bedingung (2) aus dem (2,3)-
und dem (3, 3)-Eintrag, Bedingung (3) aus dem (1,4)- und dem (4, 4)-Eintrag, und
Bedingung (4) aus dem (3, 4)-Eintrag. O

Bemerkung 2.7.4 Da das « in (2.28) modulo ©" reduziert werden kann, wir bei gege-
benem r also nur endlich viele Mdoglichkeiten fir o haben, sieht man leicht, dass die Be-
dingungen (1) bis (4) im Teil (ii) des obigen Lemmas bei gegebenem d nur endlich viele
Méglichkeiten fiir den Isomorphietyp von A lassen.

Man kann ibrigens leicht nachrechnen, dass alle Ordnungen der Form (2.28) eine In-
volution besitzen, sodass die Forderung, dass der Ring involutionsinvariant sein soll, auch
keine weitere Einschrinkung liefern wiirde.



60

KAPITEL 2. RINGE UND ORDNUNGEN



Kapitel 3

Algorithmische Methoden

3.1 Generalvoraussetzungen

In diesem Kapitel sei stets R ein vollstandiger diskreter Bewertungsring mit maximalem
Ideal p = (m)gr. Der Restklassenktrper F' := % sei von Charakteristik p > 0 und es
gelte |F| < oo. Ferner sei K := Quo(R) von Charakteristik Null. A sei eine endlich-
dimensionale R-Ordnung und A := K ®pg A sei halbeinfach. A sei als R-Algebra erzeugt
von Ar..., A\, € A, neN.

Wir gehen davon aus, dass wir in einem Teilring R’ von R und in F rechnen kénnen, den
natiirlichen Epimorphismus R — F' fiir Elemente aus R’ auswerten kénnen, und elementare
lineare Algebra iiber beiden Ringen durchfiihren kénnen. Insbesondere miissen wir Kerne
von Matrizen, Basen von Bildern von Matrizen (im Falle von F') sowie im Falle von R
Hermite- und Smithformen ausrechenen kénnen. Zudem sollten wir Schnitte und Summen
von R-Teilmoduln von R'*? bzw. F'*? gegeben durch Basen ausrechenen konnen, und
testen konnen, ob zwei solche R-Teilmoduln gleich sind.

Dass wir nur in R’ rechnen kénnen bedeutet natiirlich, dass alle Rechnungen auch in
diesem Teilring stattfinden miissen, und alle gegebenen Matrizen Eintrdge in R’ haben
miissen. In den Implementierung in GAP und MAGMA dieser Algorithmen haben wir R =
Zypund R' = 7Z (bzw. in manchen Situationen auch R’ = Z,)) gewéhlt. Das heit also, dass
wir nur Gruppenringe behandeln kénnen, deren irreduziblen Q-Darstellungen auch iiber
Q, irreduzibel bleiben.

Wenn wir im Folgenden von einem A-Modul M sprechen, so meinen wir stets, dass
M = F™4 oder M = RY™4 (andere Isomorphietypen von R-Moduln wiren natiirlich
auch moglich, wir brauchen jedoch nur diese zwei) und wir kennen Aps(A1), ..., Ap(\,) €
F7% bzw. R, wo Ay 0 A — Endg(M) die zu M gehorige Darstellung von A ist. Wir
gehen davon aus, dass uns fiir jeden einfachen A-Modul V' ein A-Gitter in V' im obigen Sin-
ne gegeben ist. Seien V7, ..., V,, die einfachen A-Moduln, so bezeichnen wir mit Lq,..., L,,
die gegebenen “Standardgitter” in selbigen. Ferner gehen wir stets davon aus, dass die einfa-
chen A-Moduln Sy,..., S, gegeben sind. Letzteres ist praktisch keine Einschrinkung, denn
mit Lq,..., L,, sind uns auch %, cee 'mem gegeben (indem wir die Darstellungsmatrizen
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modulo p nehmen), und sowohl GAP als auch MAGMA konnen die Kompositionsfakto-
ren mit Vielfachheiten (also auch die Zerlegungsmatrix) von so gegebenen Torsionsmoduln
berechnen (z. B. mit CompositionFactors in MAGMA bzw. MTX.CollectedFactors in
GAP).

3.2 Grundlegende Algorithmen

Algorithmus 3.2.1 (Hom, (M, N) generisch) Es seien M, N A-Moduln und O €
{F, R} gemdf einer der folgenden drei Mdglichkeiten gegeben:

(i) M =R">  N=RY und O =R
(ii) M = R™4, N =F"" und O = F
(iii) M = F'™, N =F">" ynd O = F
Definiere X € O™ duyrch
Xai+g-(g1-1) 224 (g2—D)+gr(2—1) = Apr(A2) gy - Oyrys — Oy ° AN()\z)yl,yQ

fir x1,29 € {1,...,q},y1,92 € {1,...,r} und z € {1,...,n}. Berechne eine O-Basis

By, ..., By von Kern (leq"“ X, le‘”'"). Dann ist
[Hiliyin = [(B)ir+q-ia-)]inge €O, I=1,...,f
eine O-Basis von Homp (M, N) C O9%",
Beweis. Fir H € O gilt H € Homy (M, N) genau dann, wenn
Apm(Az)-H—H-Ay(A) =0
fiir alle z € {1,...,n}. Definiere B € O**9" durch B;, 1 4.31,-1) := H;, 4,. Dann gilt

(A]W<)\Z) -H—H - AN()\Z))Iz,yQ =0 vx27y272

e q r —
z1=1 AM()‘Z)M,&H ) Hml,y2 + Zylzl H$2,y1 ) AN()‘Z):L/MH = 0 Vi, y2,2
- q T .
Zm:l Zylzl H$17y1 \(AM()\Z) ' 6y1y2 + 5:81962 ’ AN(Az)yl,yQ)J =0 vx?a Y2, 2
S—~— ~~
=B 4q-(y1-1) =Xo14+q-(y1—1),224q- (g —1)+a-r-(2—1)
<~ B-X =0

was die Behauptung zeigt. O
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Bemerkung 3.2.2 Es gibt weit effizientere Algorithmen zur Berechnung wvon
Homp (M, N). Im Fall dass M oder N einfach ist, kénnen wir in GAP auf
MTX.Homomorphisms zuriickgreifen (genaugenommen berechnet diese Funktion nur
Homomorphismen aus einfachen Moduln in beliebige. Fiir die umgekehrte Version miissen
wir die Darstellungsmatrizen jeweils transponieren). In MAGMA ezistiert die Funktion
AHom, welche fiir beliebige A-Moduln M und N benutzt werden kann und wesentlich
effizienter ist als der oben wvorgestellte naive Ansatz. Um Homomorphismen zwischen
Gittern zu berechnen konnen wir jedoch einen Algorithmus angeben, der in den meistens
Situationen schneller ist als AHom. Voraussetzung dafiir ist aber, dass wir fir die Gitter
M und N jeweils eine Einbettung in eine direkte Summe der in den Generalvoraussetzung
fixierten “Standardgitter” L, ..., L, kennen. Da wir unsere Gitter stets als Teilgitter von
direkten Summen von bereits bekannten Gittern konstruieren werden, kinnen wir diese
Finbettung fir das neue Gitter aus denen fir die bekannten konstruieren (und da wir am
Anfang nur Ly, . .., Ly, kennen, bekommen wir die Einbettung letztendlich fir jedes Gitter,
das wir konstruieren).

Algorithmus 3.2.3 (Hom, (M, N) fiir Gitter) Seien M und N A-Gitter. Weiter seien
(dagy - dvm) € 2% und (dna, ..., dnm) € 22y mit Y, dy; - dimg L; = dimg M (ana-
log fiir N) gegeben sowie Matrizen 1y € RUMrRMxdmpM g c RAmrNxdima N s5qq5
ta € Homy (M, @7, @™ L;) und 1y € Homp(N, D", @™ L;) jeweils Einbettungen
sind (fir die Operation von A auf direkten Summen nehmen wir die diagonal zusammmen-
gefiigten Operationsmatrizen von A auf den direkten Summanden).

Weiter seien Ey = (Ei1,...,E1,) € Ends(V1)", ... Epn = (B Emg,) €
End4 (V)" Basen der A-Endomorphismenringe der V; = K Qg L; (jeweils aufgefasst
als Teilmengen von KdmrLixdimgLi)

Dann liefern die folgenden Schritte eine R-Basis von Homy (M, N):

Schritte.

1. Stelle eine Basis B € (K dmrMxdimr NY3; dari-dnivi yop
Hom (7%, @M1 V;, @™, @V V; )=Diag(End 4 (V1) M1 N1 End g (Vi) M:m X IN.m ) C fgdimp Mxdimp N

auf (unter Verwendung der gegebenen Basen E;).

2. Setzte Bl/ = lp Bz : L;V1 fiir ¢ S {1, .. .,Zd}y[,j . dN,j * U }
j=1

-~

=t

3. Definiere die Matrix X € KdimrM-dimr Nxt qyprch
Xiytdimp M-(i2—1),§ = (B})ir iz

fir j e {1,...,t},i; € {1,...,dimg M}, i, € {1,...,dimg N}. Bestimme den Haupt-
nenner o € R der Eintriige in X, d. h. es soll gelten - X € RYmrM-dimg Nxt Beyechne
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eine R-Basis des Zeilenraums von a- X und schreibe die Basiselemente in eine Matrix
X' € R (dass die Basis aus ¢ Elementen besteht ist klar, denn die Spalten von X
sind linear unabhéngig tiber K).

4. Berechne die Smith-Form der Matrix X’ sowie die zugehorigen Transformationsmatri-
zen S € GL(t, R) und T' € GL(¢, R), d. h. es soll gelten S- X'-T = Diag(ey,...,e;) =:
FE mit €1,...,6 € R.

5. B! = Z;Zla (T - E7Y,; - B} fiir i = 1,...,t ist die gesuchte R-Basis von
Homy (M, N).

Beweis. Zu Schritt 1 ist nichts zu zeigen. Das in Schritt 2 definierte B’ ist offensichtlich
eine K-Basis von Homs(K @z M, K @ N) C KdmrMxdmeN denn B war eine ebensolche

fir Homy4 (@Z’il @V, D, @ V,-) und wir haben lediglich mittels ¢y, und ¢y die
Basen gewechelt. Nun gilt

I—IOI'HA(]\47 N) = HOmA(K ®R M, K ®R N) N RdimR]WXdimRN

Das kann als die dem Algorithmus zugrundeliegende Idee angesehen werden. In den Schrit-
ten 3 bis 5 berechnen wir diesen Schnitt.

Um zu zeigen dass wir in den Schritten 3 bis 5 tatséchlich diesen Schnitt ausrechnen be-
trachten wir ein @ € K und ordenen diesem b := >". a; B, € Homu(K ®r M, K@ N) zu.
Es gilt b € RImrMXxdimaN genay dann, wenn X - @ € RAmeN-dime Mx1 oilt Das wiederum
gilt offenbar genau dann, wenn X - X'-a € R™!gilt. Es gilt £ - X'-a=1.5"". F. T !.q,
womit die letzte Aussage #dquivalent dazu ist, dass = - E - T7'.a € R, denn
S € GL(t, R). Letzteres ist nun #dquivalent zu a € a- T - E~! - R, Insgesamt gilt also:
b € RImrMxdimeN genay dann, wenn a im R-Erzeugnis der Spalten von « - T - B!
liegt. Damit bilden die b’s, die zu a’s der Form (« - T - E7')_; gehdren, eine Basis von
Homu (K @ M, K @ N) N RimMxdmN Tyjege b’s sind aber gerade die Elemente BY. [

Bemerkung 3.2.4 Der obige Algorithmus liefert Homa(M,N) eingebettet in
Hompg(M, N). Wenn wir Endomorphismenringe von Gittern ausrechnen wollen, also
Endy (M) fir ein A-Gitter M, dann wollen wir diesen Ring im Allgemeinen in einen
Matrizring (oder direkte Summe von Matrizringen) kleinerer Dimension als Endg(M)
eingebettet haben. Obwohl so eine FEinbettung bei Homomorphismen zwischen verschiedenen
Gittern weniger Sinn macht, bleiben wir im Folgenden bei den Voraussetzungen des letzten
Algorithmus.

Sei dazu fir i € {l,....,m} jeweils A; : Ends(Vi) — X, ein K-
Algebrenmonomorphismus in eine K-Algebra X; (tiblicherweise werden wir hier die requldre
Darstellung von End o(V;) in X; := K4mx Enda(Vi)xdimg Enda(Ve) pehmen). Dann kénnen wir

daraus einen K-Vektorraummonomorphismus

m  dni m AN m

Q: HOIHA @@M7@@w AN @Xid]\l,ide,i
=1 i=1

=1
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zusammenbauen, der fiir M = N insbesondere ein K-Algebrenmonomorphismus ist. Wir
kénnen dann Schritt 5 des obigen Algorithmus ersetzen, und stattdessen

t
da-(T-E")-9(By) firi=1,...t
7j=1

zuriickgeben, was eine Basis Homp (M, N) aufgefasst als R-Teilmdoul (bzw. R-Teilalgebra
falls M = N ) von @, XfMJXdW ist.

Algorithmus 3.2.5 (Maximale Teilmoduln) Sei M = F'*? ein A-Modul. Weiter sei
S = FY™" ein einfacher A-Modul. Dann bekommen wir alle mazimalen Teilmoduln N von
M mit % =S (gegeben durch eine F-Vektorraumbasis) durch folgendes Vorgehen:

Schritte.

1. Berechne die Menge E aller Elemente in Enda(S;) C F™*". Berechne eine F-Basis
H = (Hy,...,H;) von Homy (M, S;) C F7*".

2. Setzte V := Bild(H]') <p F'™4 und H' := {H;}. Nun durchlaufe der Reihe nach
i = 2,...,0 und teste jeweils, ob Bild(H,') <p V. Wenn nein, so ersetze V durch
V + Bild(H,") und H' durch H' U {H;}. Sonst tue nichts.

3. Berechne
|H'| .
7}'76 = HJI + Z HZI * € fiir 1 < j < ’Hl‘, € = (€j+1, . 76|H’|) € E‘HFJ
i=j+1

4. Die F-Vektorrdume Kern(7}.) sind die gesuchten maximalen Teilmoduln.

Beweis. Da S einfach ist, ist E = End,(S) Schiefkorper (sogar Korper, da wir |F| < oo
voraussetzen, aber das zeigen wir hier nicht). Homy (M, S) ist somit ein E-Vektorraum
(Vektorraumoperation gegeben durch Komposition). Wir behaupten: H' ist eine E-Basis
von Homy(M,S). Sei dazu h € Homy(M,S). Dann gilt nach Konstruktion von H’
Bild(hT) C Z‘i/ll Bild(H!"), was dquivalent ist zu Kern(h) D ﬂ‘g;' Kern(H}). Also folgt
nach Homomorphiesatz, dass ein e € End, (S)#'1¥! existiert sodass

|H'| 77
®i:1 HL

Mgl g

S
womit also gilt h = ZLZ;' H!-e;, d. h. H erzeugt Homy (M, S) als E-Vektorraum. Zur
linearen Unabhingigkeit: Ist 0 # e € EM'*1 und ¢ € {1,...,|H’|} maximal mit e; # 0, so

folgt nach Konstruktion von H’

i—1 i—1 i—1
Kern(H; - ¢;) = Kern(H;) 2 ﬂ Kern(Hj) = ﬂ Kern(H} - e;) € Kern <Z H; - ej)
j=1 J=1

Jj=1
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Daher gilt also Zyill‘ H’ - ej # 0, und somit sind die Elemente H' auch linear unabhéngig
iber E.

Die in Schritt 3 konstruierten 7). sind offensichtlich Vertreter der eindimensionalen
E-Teilrdumen von Homy (M, S) (denn wir nehmen alle méglichen E-Linearkombinationen
einer F-Basis und normieren den ersten Koeffizienten ungleich Null auf 1). Offenbar
kommt jeder maximale Teilmodul N von M mit % >~ S als Kern eines Elements # 0
aus Homy (M, S) vor, und da Kern(h - ¢) = Kern(h) Vh € Homy(M,S), 0 # e € E,
folgt, dass zwei Elemente in Homy(M,S), die denselben eindimensionalen Teilraum
aufspannen, denselben Kern haben. Somit ist jeder maximale Teilmodul N mit % =S
gleich einem Kern(7}.) fiir ein passendes j und e. Sind umgekehrt h, A’ € Homu (M, S)
mit Kern(h) = Kern(h'), so existiert nach Homomorphiesatz ein e € E = End,(S) mit
h-e = h, womit h und h’' denselben Teilraum aufspannen. Die Kern(7j,.) sind also auch
paarweise verschieden. O

Bemerkung 3.2.6 (Erweiterungen) (i) Ist M = R'%? ein A-Gitter, so kénnen wir

alle mazimalen Teilgitter N von M mit % = S bestimmen, indem wir alle mazimalen

Teilmoduln N von Mﬂp = ™9 mit dieser Eigenschaft bestimmen, jeweils ein R-Gitter

N’ in RY™9 wihlen sodass ]\]f\ffp = N und N := N'+ M - p setzen.

(i) Wenn wir alle einfachen A-Moduln Sy, ..., Ss kennen, so konnen wir alle mazimalen
Teilmoduln eines A-Moduls M bestimmen, indem wir Algorithmus 3.2.5 mit jeden
der einfachen A-Moduln einmal durchfithren.

Beweis. Nur (i), (ii) ist klar. Zu zeigen ist nur, dass die maximalen Teilmoduln von
M allesamt M - p umfassen (denn wir nehmen Urbilder der maximalen Teilmoduln von

M%p unter dem natiirlichen Epimorphismus). Das liegt daran, dass p C Jac(A), also
M -p C M- Jac(A) = Jac(M). Jac(M) ist aber der Schnitt aller maximalen Teilmoduln
von M. 0

Bemerkung 3.2.7 Wir bekommen mit obigem Algorithmus Basen von Teilmoduln N von
M = O™, O € {R,F}. Sei B € OdmoNxdimoM ¢ine solche (d. h. die Zeilen von B
sollen eine Basis von N bilden), und Br € O%moMxdmoN ¢ine Rechtsinverse von B.
Dann kénnen wir N' := OY>¥4moN zy einem A-Modul ismomorph zu N machen, indem
wir Anx/(A) := B - Apy(N) - Br fir A € A setzen. B liegt dann in Homy(N', M) (und
offensichtlich induziert B einen Isomorphismus zwischen N' und N < M ).

Da fiir unsere Algorithmen die Moduln von der Form OY** mit gegebener Operation von
A sein sollten, werden wir Teilmoduln stets wie oben umschreiben. Im Allgemeinen werden
wir N' mit N identifizieren, und B als die Einbettung von N in M bezeichnen.

Algorithmus 3.2.8 (Zentrierungsalgorithmus) Sei L = R4 ein irreduzibles A-
Gitter. Die folgenden Schritte liefern eine Menge L von Teilgittern von L, sodass jeder
Isomorphietyp von A-Gittern in K @ L mindestens einmal in L vorkommt.
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Schritte. Setzte £ := () und N := {L}. Solange N # () wiederhole die folgenden Schritte:
1. Setzte N7 := .

2. Berechne fiir jedes L' € N/ Basen aller maximalen A-Teilgitter und fiige diese zu N’
hinzu (bzw. teste, ob sie bereits enthalten sind, und fiige sie hinzu, sofern sie neu
sind).

3. Teste fiir jedes L' € N’, ob L' C L - p. Wenn ja, entferne es aus N”.
4. Setze L := LUN.
5. Setze N := N’.

Beweis. Die Menge £, die wir im Algorithmus konstruieren, ist offensichtlich gerade die
Menge
[L'SAL|L'¢L-p} (3.1)

In Folgerung 2.4.23 hatten wir gesehen, dass die Menge der Aquivalenzklassen
{{L'-p* | z € Z} | L’ A-Gitter in K ®p L} (3.2)

endlich ist. Die Menge in (3.1) ist offenbar ein Vertretersystem fiir die Aquivalenzklassen
in (3.2), und daher auch endlich. Also terminiert der Algorithmus, und da alle Gitter in
einer Aquivalenzklasse in (3.2) isomorph sind ist auch klar, dass jeder Isomorphietyp von
A-Gittern in K ®p L in £ mindestens einmal vorkommt. ]

Bemerkung 3.2.9 Fir die Konstruktion der projektiv-unzerlegbaren A-Moduln sind wir
vor allem an den irreduziblen A-Gittern mit einfachem Radikalquotienten interessiert. Die-
se konnen wir im vorangehenden Algorithmus direkt heraussuchen, da wir ja eh fiir jedes
Gitter in L einmal alle maximalen Teilgitter berechnet haben, und somit wissen, welche ein
eindeutiges maximales Teilgitter haben.

Algorithmus 3.2.10 (Spinning) Sei V' ein A-Modul und v;,...,v, € V. Die folgenden

Schritte liefern eine R-Basis fir das A-Modulerzeugnis von vy, ...,v,, wo A als R-Algebra
erzeugt wird von \i, ..., A\, € A:
Schritte.

1. Berechne eine R-Basis B von X := (vy,...,v,)g C V.
2. Berechne eine R-Basis B’ von X' :=(v;- \; |i=1,...,2, j=1,...,n)p.

3. Teste ob X = X’. Wenn ja, jebe B’ zuriick. Ansonsten Ersetze X durch X’ (und B
durch B’) und wiederhole Schritt 2.
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Beweis. Offenbar konstruieren wir in Schritt 2 und 3 eine aufsteigende Kette von (endlich
erzeugten) R-Moduln zwischen (vy,...,v,)gr und (vy,...,v,)p (was sicher auch endlich
erzeugt ist als R-Modul, da A als R-Modul endlich erzeugt ist). Da R noethersch ist, muss
die Kette irgendwann stationir werden. In das der Fall ist gilt X = X', der Algorithmus
terminiert also. Wenn X = X' gilt, gilt offenbar auch X - A = X, und damit ist X dann
ein A-Modul, es muss also X = (v1,...,v,)5 gelten, da das der kleinste A-Modul ist, der
vy, ..., 0, enthilt. U

Bemerkung 3.2.11 (Anwendungen) Folgende Anwendungen von Algorithmus 3.2.10
sind fiir uns besonders wichtig:

(i) Wir konnen eine R-Basis von A berechnen, indem wir 3.2.10 fir M = A (aufgefasst
als A-Rechtsmodul), z =n+ 1 und vy = 14,09 = Ay, ..., Uns1 = N, durchfiihren.

(i) Wir kénnen fir einen A-Modul V' den A-Aufspann einer K-Basis berechnen und so
ein volles A-Gitter in V legen. Wenn uns A durch Erzeuger in @) Kdmx Vixdimx Vi
gegeben ist, konnen wir so also insbesondere die Erzeuger in @,
konjugieren (was auch rechtfertigt, warum wir in den Generalvoraussetzungen davon
ausgehen, dass wir Gitter L; in V; kennen).

RdimK Vi><di1’nK V;

3.3 Kondensation (insbesondere fiir Gruppenringe)

Fiir die Bestimmung der Basis-Ordnung von A macht es, wenn es moglich ist, Sinn, zuerst
zu einem Morita-dquivalenten Ring kleinerer R-Dimension {iberzugehen. Dazu wollen wir
ein Idempotent e € A benutzen (um zu eAe tiberzugehen). Will man nur Homy (P, Q) fiir
zwei projektiv unzerlegbare A-Gitter P und ) bestimmen, kann man ausnutzen, dass

Homy (P, Q) Homp (epA, egA)
eg\ep = egeleep
Hom,.(epele, egele)

Homep (P -e,Q - e)

(3.3)

11111

wobel ep, eg € A (primitive) Idempotente seien mit epA = P und egA = @, und e € A ein
Idempotent mit ege = eeg = eg und epe = eep = ep. Alle Isomorphismen in (3.3) sind als
epAep - egAeg-Bimodulhomomorphismen zu verstehen (wobei wir Ends(P) = epAep =
Endeac(P-e) und Endy (Q) = egAeg = Endeae(Q-e) jeweils miteinander identifizieren) und
insbesondere als Ringhomomorphismen fiir P = @ (und dann konsequenterweise ep = eg).
Da ep und eg auch in eAe primitiv sein miissen, sind P-e =5, epeAe und Q) -e =5, egele
projektiv unzerlegbare eAe-Moduln.

Wir haben also in jedem Fall, auch wenn eAe nicht Morita-dquivalent zu A ist, ein
Interesse daran, die Basisordnung von eAe zu bestimmen.
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Satz 3.3.1 ([Noe05], Kapitel IV) (i) Sei G eine endliche Gruppe, C < G sei eine

(i)

Untergruppe mit p t |C| (Wir nennen C' auch Kondensationsuntergruppe). Weiter
sei x € Irrg(C). Dann ist

1
ec = HZX(Q)Q_I € Z(KC) C KG

geC

ein Idempotent (aus der gewdéhnlichen Darstellungstheorie bekannt). Es gilt sogar:
ec € RG

Somit haben wir fir A = RG einige Idenpotente gefunden. Fraglich ist noch, wie
wir fir ecRGec ein besseres Erzeugendensystem finden als eine R-Basis (die im
allgemeinen groff sein wird).

Sei nun x ein linearer Charakter von C, d. h. x(1¢) = 1. Weiter sei N := Ng(C)
der Normalisator von C in G und T := T(ec) := {t € N | t7' -ec -t = ec} die
Trigheitsgruppe von ec. Dann ist

E := {Gruppenerzeugendensystem von T'/C'} U { Restklassenvertreter von T\G/T'}

-~ -~

=:F =:F>

ein R-Algebrenerzeugendensystem von ecRGec, bzw. genauver: {ecgec | g € E} ist
ein solches. Wir nennen E (bzw. ecFec) auch ein trages Erzeugendensystem.

Beweis.

(i)

(ii)

Es ist bekannt, dass Charakterwerte ganz iiber Z sind, also in R liegen, denn R ist in
K = Quo(R) ganz abgeschlossen (gilt allgemein fiir Hauptidealbereiche) und Z C R.
Ferner, da p 1 |C], gilt ‘—é| € R. Insgesamt gilt also ec € RG.

ecKC ist KC-Modul mit Charakter y, also gilt ec - g = ec - x(g) fiir alle g € C
(denn x ist als linearer Charakter ja auch bereits die zu ec KC' gehérige Dartellung
von KC).

Ist g € G so lasst sich g schreiben als ynt; mit ¢, € T' und n € E,. Ferner kann
man ¢; (i € {1,2}) schreiben als Produkt ¢; = tgl) . -tl(k") - ¢; wo alle tgj) in F; liegen
und ¢; € C, denn Ej ist ja ein Gruppenerzeugendensystem von 7'/C. Wir haben also

ecgec = €c tgl) tgkl) - C1 ntgl) tgk?) - Cy -t ec

Nun benutzen wir, dass alle tgj ) mit ec: kommutieren (da sie in T liegen), dass €2 = ec
ist und dass ecc; = ecx(¢;) und erhalten

_ . . @, (k1) . ®, (k2)
ecgec = x(c1- o) -ecty’ec - ecty ec-ecnec-ects 'ec - -ecty  ec
—_— —— Y= Y~ Y= ———

€ER €k €F, €k> c€F c€F;

und folglich liegt ecGec (was ecRGec sogar als R-Modul erzeugt) im R-
Algebrenerzeugnis von ecEec, was zu zeigen war. O
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Bemerkung 3.3.2 Um zu testen, ob fir ein Idempotent e € A der Modul eA Progenerator
ist, reicht es, zu Gberprifen, dass e auf keinem einfachen A-Modul wie Null operiert (was
wir testen konnen, sofern wir die Operationsmatrizen von e auf den einfachen A-Moduln
ausrechnen konnen, was wir mit GAP oder MAGMA fiir Elemente in Gruppenringen kon-
nen). Denn dann ist Homy(eA,S) =2 S - e # {0} fir alle einfachen Moduln S, und damit
muss P(S) als direkter Summand in e\ vorkommen.

Algorithmus 3.3.3 (Kondensation einer Darstellung) Sei e ein Idempotent in A
und E C A eine endliche Teilmenge sodass eAe von eEe als R-Algebra erzeugt wird. Weiter
sei A1 A — RI*? eine Darstellung (Wichtig ist nur, dass wir die Bilder der Elemente aus
E sowie das Bild von e berechnen kinnen). Dann wird R*™? durch A zu einem A-Modul
Ma. Mu - e ist dann ein eAe Modul, dessen R-Dimension wir mit r bezeichnen. Durch
Wahl einer Basis von Ma - e bekommen wir also eine Darstellung A: eAe — R™" die
aus RV einen eNe-Modul Mz macht, sowie eine Einbettung Mz = R>" —— R = M.
Der folgende Algorithmus berechnet A(e ~x-e) € R fir x € E sowie 1 € R™1.

Schritte.

1. Berechne 7' := HermiteForm(A(e)). Entferne alle Nullzeilen von 7. Hinge dann Stan-
dardbasiszeilen an, die die Zeilen von T zu einer Basis von R'*" ergiinzen. Bezeichne
das Ergebnis mit Ty. Es gilt Ty € GL(n, R).

2. Berechne D(x) := Ty - A(e) - A(x) - Ale) - Ty + € R fiir alle z € E.

3. Setzte Ae -z - e) =[1 0]-D(x)-[%}ﬁierEsowieL::[IT 0 ] - 75 und

gebe diese zuriick.

Beweis. Die ersten m Zeilen von T bilden eine Basis von Ma - e. Ma - (1 — e) ist ein
R-Modulkomplement on Ma - e in Ma, d. h. es ist mdglich diese zu einer Basis von
MAa zu ergidnzen. Das dies mit Standardbasiszeilen mdglich ist folgt aus der Form der
Hermite-Form (man ergénzt einfach die fehlenden Stufen). Schritt 1 ist damit klar.
Wir kénnen also ¢ = [ I, 0 | - T, wiihlen. Dann ist das berechnete A(e - x - ) gerade
tA(e-x-e)™!, was die gesuchte Darstellung ist. O

3.4 Konstruktion der Basisordnung

Nun wollen wir einen Algorithmus angeben, mit dessen Hilfe wir die projektiv-
unzerlegbaren A-Moduln bestimmen kénnen und aus den Homomorphismen zwischen die-
sen dann die Basisordnung von A. Wenn A ein Gruppenring ist, ist es im Allgemeinen
sinnvoll, A zuerst zu kondensieren, und dann die Methoden anzuwenden, die gleich vorge-
stellt werden. Der erste Algorithmus macht Satz 2.6.2 konstruktiv:
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Algorithmus 3.4.1 (Verkleben, vgl. Satz 2.6.2) Seien P = RY? und Q = R zwei

A-Gitter mit JaCI?P) =~ JagQ) = S einfach, gegeben durch die zugehdrigen Darstellungen

Ap: A — RPP und Ag : AN — R Wir setzten zusdtzlich voraus, dass P und @
keine gemeinsamen R-torsionsfreien epimorphen Bilder # {0} haben.

Daraus konstruieren wir ein volles A-Gitter X < P @ Q = R>PT9 mjt %(X) ~ 9

gegeben als Zeilenraum einer Matriz T € RPHOx®e+9) D . die zu X gehorige Darstellung
151

Ap(X) 0 _
. (p+q)x(p+q) . . P . 1
Ax: AN— R AT { 0 ZQO‘)} T

Schritte.
1. Bestimme Basen von Homy (P, S) C FP*4mS ynd Homy (Q, S) C Foxdims

2. Wihle Elemente 0 # o € Homy(P,S) und 0 # S € Homy(Q,S5), bestimme ein
Linksinverses G, von 8 (d. h. B, - § = idg).

3. Wihle eine Matrix H € RP*? mit H = a7, (mod pP*?) und eine Matrix Jo € R7
mit
Bild (le e, Rlxq> — Kern (le N ledims>

4. Setze Ty := {% f ].Nunfﬁrl:(),l,2,3,...:
Q

(a) Setzte

Ap: A — RPHOXEra o\ Ty {

Das macht aus R ®+9 einen A-Modul X;.

(b) Bestimme alle maximalen Teilmoduln von X;, d. h. bekomme eine Liste
Ni,...,N, € RP+tax+d) yon Matrizen zuriick, deren Zeilenraum je Basis ei-
nes maximalen Teilmoduls von X; = R+ igt.

(c) Fir s = 1,...,t teste, ob det ([ I, 0 ]-HermiteForm (Ns- [ '8’ })) € R*
(d. h. ob die Projektion von Bild(Ny) < P @ @ auf P surjektiv ist). Ist das fiir
ein s der Fall, so setze T}, := N,-T; und mache bei (a) weiter. Falls kein solches
s existiert gebe T := T} zuriick.

Beweis. Zuerst einmal ist zu zeigen, dass Bild(7j) wirklich ein Teilmodul von P & @ =
R™(P+4) ist_ Sei also A € A beliebig. Dann ist

Bild(Ty)- A = Bild ({ % 2 } - { APO(A) AQO(A) D

—  Bild ({ APO(A) Z"iz(a)) D =...
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Bild(Jg) = Kern(f) ist ein Teilmodul von @, also ist Bild(Jg - Ag(A)) C Bild(Jg) und
damit existiert ein A € R mit A - Jy = Jg - Ag(N). Nach Konstruktion ist

g QR
Kern(3)  Bild(Jg)

ein Homomorphismus, also existiert ein B € R mit H - Ag(\) = Ap(\)- H+ B - Jg. Es

ist also )
_ Bild( Ap(A) Ap(N\)-H+B-Jg })

(9 51 4)

(1L, HIT\ 4
C Blld(_o JQD_Bﬂd(TO)

Folglich Bild(7}) - A C Bild(7p) VA € A, Bild(7p) ist also tatséchlich einen A-Modul.

Definiere M; := m (wir identifizieren Bild(7}) < P& Q wie oben). Mit dieser De-
finition ist insbesondere M, = % = S und alle M; haben einfachen Radikalquotienten

S, da sie epimorphe Bilder von () sind. Definiere ¢, : M; — M;_; als den natiirlichen
Epimorphismus,

P M a e {ye Q| (x,y) € Bild(T)} € M,
. Q—M: y—y+BildT)NQ

1#;@)81 = 1?1(?1) und wl(P)sl = wl(fi gelten offensichtlich, ebenso ist klar dass djl(Q) surjektiv

ist. Es muss noch gezeigt werden, dass wl(P) surjektiv ist, denn dann sind alle Voraus-

setzungen von Satz 2.6.2 erfiillt. Qﬁl(P) ist surjektiv, denn @/JZ(P) CE ... €l = wép). Nun
hat ¢,---e; : M, — S gerade Jac(M;) im Kern. Wére @DZ(P) nicht surjektiv, so ware
Bild(z/Jl(P)) C Jac(M;), also wl(P) g1+ ...-e1 = 0 und damit z/Jép) = 0. Nach Konstrukti-

on ist.aber Bild(uf”) = Bild (P 5 g ) = gt also v # 0. Folglich ist "
auch surjektiv. Wir konstruieren also ein System von Moduln im Sinne von Satz 2.6.2. Wir
miissen nur noch zeigen, dass die Abbruchbedingung, die in Teil 4. (c¢) des Algorithmus
getestet wird dquivalent zur Maximalitdt des Systems ist.

Also angenommen Bild(7;) < P @ @ hat keinen maximalen Teilmodul mit surjekti-
ver Projektion auf P, aber trotzdem existiere ein A-Modul M;,; und Morphismen &,
(nicht injektiv), @Dl(fl) und @Dl(ff, die unser System im Sinne von Satz 2.6.2 fortsetzen. Nach
Konstruktion ist

Bild(N;) = {(:c, y)ePaQ| v (@) =y (y)}

und folglich wire

7 = {(x,y) EP®Q | 151(412(1‘) = Qﬁl(ff(y)}
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ein Teilmodul von Bild(N;;;), denn

40(@) = v Ay) = e @W@) = e (A W) = v (@) = %)

Z liegt sogar echt in Bild(V;), denn Kern(gj41) # {0} = 30 # mo € Kern(g/41), und
da wl(fl) surjetiv ist existiert ein ¢y € () mit wl(ff(qo) = mg. Also ist (0,q0) ¢ Z, aber
(0, qo) € Bild(N,), denn wl(Q)(qo) = 81+1(¢§%(£]0)) = e111(mp) = 0. Ferner ist die Projektion
von Z auf P surjektiv, da zu z € P wegen der Surjetivitét [wl(ff]_l(wl(ﬂ({x})) nichtleer
ist.

Folglich existiert ein maximaler Teilmodul zwischen Z und Bild(4V;), und dieser hat
dann natiirlich auch surjektive Projektion auf P. Das ist ein Widerspruch. U

Algorithmus 3.4.2 (Konstruktion von P(S)) Sei S ein einfacher A-Modul, und sei
Enda(S) = F. Dann konnen wir die projektive Decke P(S) von S wie folgt konstruieren:

Schritte.

1. Fiihre den Zentrierungsalorithmus fiir alle einfachen K ®r A-Moduln Vi,...,V,,
durch. Bezeichne die in V; gefundenen Gitter mit einfachem Radikalquotienten iso-
morph zu S mit Q;1,. .., Q;w), v(i) € N.

2. Firi=1,...,m: Setzte X; := @, ;. Fiir j = 2,...,MED+5§®M1
(a) Suche ein z € {1,...,v(i)}, sodass kein Epimorphismus X; — ;. existiert.
Um das zu testen konnen wir eine R-Basis (Bj)r von Homy (X, @, ») berechnen
und die Summe der Bilder ZZ:l Bild(By) berechnen. Wenn kein Epimorphismus
existiert, liegen alle Bilder in Jac(Q); ), und somit ist die Summe ungleich Q); .,
ansonsten ist sie gleich @, ..

(b) Fiihre Algorithmus 3.4.1 fiir X; und @;. durch, erhalte also ein volles Gitter

Ygxi@Qi,zmit#m%s.

(c) Ersetzte X; durch Y.

3. Setzte X := X;. Fiir ¢« = 2,...,m: Fithre Algorithmus 3.4.1 fiir X und X, durch,
erhalte also ein Gitter Y C X @ X, mit %(Y) = S, und ersetzte X durch Y.

4. Das konstruierte X ist nun die projektive Decke von S.
Beweis. Schritt 1 ist klar. Aus Folgerung 2.6.6 bzw. Bemerkung 2.6.7 folgt, dass Schritt

2 durchfithrbar ist (d. h. dass wir stets ein Gitter @Q; , finden, dass nicht epimorphes Bild
des bis dahin konstruierten X; ist). Dass in Schritt 3 Algorithmus 3.4.1 anwendbar ist, ist
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auch klar, denn hier gilt ja sogar in jedem Schritt Hompg 2 (K ®p X, K @r X;) = {0}.
Das am Ende konstruierte Gitter X ist also ein volles Gitter in

Dy, s
m  dimp End o (V;)

© o

X hat also nach Brauerreziprokitét dieselbe Dimension wie P(S), und es gilt JaC S
nach Konstruktion. Nach Lemma 2.6.1 gilt also X =, P(S). O

~

Bemerkung 3.4.3 Auch wenn die Voraussetzung Endy(S) = F im letzten Algorithmus
nicht erfillt ist, konnen wir dennoch versuchen, auf diese Art und Weise P(S) zu konstru-
ieren (natirlich missen wir Schritt 2 gemdfi Brauerreziprokitit entsprechend anpassen,).
Wir haben dann lediglich keine Garantie dafiir, dass wir in Schritt 2 (a) ein passendes
Gitter finden. Selbst wenn wir keines finden, konnen wir Algorithmus 3.4.1 anwenden (mit
einem Gitter Q; », das epimorphes Bild des bis dahin konstruierten X; ist), es ist dann
lediglich nicht mehr sichergestellt, dass der Algorithmus terminiert.

Bemerkung 3.4.4 Wir kinnen nun (vorausgesetzt F ist Zerfillungskorper fir pAA) die
projektiven Decken aller einfachen A-Moduln S, ..., Ss berechnen. Dann kénnen wir

EndA(P(Sl) D...0D P(Ss))

bestimmen, was dann eine Basisordnung von A ist. Mittels Bemerkung 3.2.4 bekommen
wir diese Basisordnung auch in eine direkte Summe von Matrizringen tiber K eingebet-
tet. Die Fintrige dieser Matrizen miissen noch nicht in R liegen, aber das konnen wir
mit dem Spinning-Algorithmus (Algorithmus 3.2.10) gemaff Bemerkung 3.2.11 immer er-
reichen. Das Problem, mit dem wir uns nun im Rest des Abschnittes beschiftigen ist, ein
kleineres Erzeugendensystem fiir die Basisordnung zu bestimmen, als eine R-Basis (die wir
mit dieser Bemerkung bekommen).

Lemma 3.4.5 Sei A eine volle R-Ordnung in A, wo A halbeinfach. Seien by, ... b, € A

Urbilder einer F-Basis von JaCL(A) und cy,...,c,, € Jac(A) Urbilder einer F-Basis von
JJ;C((AA))Q Dann gilt

A:R[bl,...,bzl,cly-"7022]

d. h. die Elemente by, ... b, ,c1,...,c., erzeugen A als R-Algebra.

Beweis. Bezeichne R[by, ..., b.,,c1,. .., ¢y mit I'. Es gilt offensichtlich I' C A, und es gilt
I' + Jac(A)? = A. Also kénnen wir den 5 (A)2 Modul M = 2 4 FH&C(A -Modul

Jac(A)? ac(A)?
auffassen. Als socher wird er von Urbildern der Elemente in Tac(A)? erzeugt (die wir mit

Jac(A)
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M
Jac(M)*
dass sogar ' + Jac(A)? = A gilt. Wir konnen die Argumentation iterieren und erhalten so

Elementen aus I identifizieren konnen), denn das ist gerade Wir kénnen also folgern,

[+ Jac(A)' = A
fiir alle 2 > 1. Es folgt
L+ ()Jac(A) =T+ {0} = A

=1

also I' = A. O

Lemma 3.4.6 e, ..., e, seien orthogonale Idempotente in A mit e +...+es = 1,5, sodass
er + Jac(A), ..., es + Jac(A) die zentral-primitiven Idempotente in #(A) sind (geht nach
Lemma 2.4.2). Dann gilt e;Ae; C Jac(A) fir alle i # j.

Beweis. Setze A := —2 (halbeinfach), und &; := e; + Jac(A) € A fiir i = 1,...,s. Dann

Jac(A)
gilt %&CW ~p ei\e; 2p Homg(e;A,gA) =2z {0}, denn €A und €;A gehdren nach

Definition der ey, ...,es zu verschiedenen Wedderburnkomponenten von A, es existieren
also keine nicht-trivialen A-Rechtsmodulhomomorphismen zwischen den beiden. U

Bemerkung 3.4.7 Wenn A eine Basisordnung ist, wir eine Basis kennen sowie einen
Satz primitiver Idempotente eq, ..., e, so konnen wir Lemma 3.4.6 anwenden, denn nach
Definition einer Basisordnung gilt ﬁ EAS1D ... P Ss, und folglich muss gelten

A S
= End, (S)°P
Jac(A) 16:? nda(5)

womit die zentral-primitiven Idempotente in auch primitiv sind. Ferner sind offenbar

A

Jac(A)

alle Idempotente in dieser Algebra zentral. ey + Jac(A), ..., es+Jac(A) sind sicher ein Satz

primitiver Idempotente in %(A), es kann sich also nur um die zentral-primitiven handeln.
Wir konnen also mit Lemma 3.4.6 folgern, dass

Jac(A) = Z eile; + Z Jac(e;Ae;)

i#] i=1

Die Jac(e;Ae;) missen wir nun auf anderem Wege bestimmen, z. B. direkt iber die Defi-
nition, d. h. als Schnitt aller mazimalen Teilmoduln des reguliren e;Ae;-Rechtsmoduls (da
wir wissen dass die e;Ae; = Endy (e;A)°P lokale Ringe sind wissen wir sogar, dass ein ein-
deutiger mazimaler Teilmodul 1m requldren Modul existiert, wir missen also nicht einmal
Schnitte ausrechnen,).

Insgesamt kénnen wir dann also eine Basis von Jac(A) angeben, und dber Lemma 3.4.5
dann ein (potentiell) kleineres Erzeugendensystem von A als R-Algebra.
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3.5 Selbstduale Ordnungen

Im Folgenden sei A eine halbeinfache K-Algebra, u € Z(A)*, und I eine volle R-Ordnung
in A. Es gelte I' C I'**. Wir suchen R-Ordnungen A, die I' umfassen sodass A beziiglich T,
selbstdual ist. Diese Bedingung werden wir jedoch noch leicht verallgemeinern. Den Zusatz

W,

u” zur Spurbilinearform, Diskriminante und “*” lassen wir im Folgenden stets weg. Die
folgenden Lemmata sind die auf I'-I'-Bimoduln iibertragene Version von einigen Sétzen in
[Mor88|, wo analoge Aussagen fiir ZG-Moduln gezeigt werden (auch wenn die Methoden
schon vor [Mor88| bekannt waren).

Definition 3.5.1 (Ganzes Gitter) Ein volles Gitter X in A heifit ganz, wenn X C X,
Insbesondere ist X selbstdual genau dann, wenn X ganz ist und discr X = R gilt.

Bemerkung 3.5.2 Fiir ein volles I'-I'-Bigitter X in A ist stets auch X* ein I'-I'-Bigitter
in A, denn es gilt

Ty v2,7) =Ty, 7 -7)€R
X
S

fiir alle 1,7, €T und z € X, y € X*.

Bemerkung 3.5.3 Sind X CY zwei volle I'-I'-Bigitter in A und gilt
XSS 72,5..54, Y
fiir U-I'-Bigitter Z1, ..., Zy, so gilt auch
i # # # #
YPCZ G S5 72/ X

und natiirlich sind mit der letzten Bemerkung die Zf alle I'-T"-Bigitter. Umgekehrt konnen

wir auch eine I'-I'-Filtrierung von )}f—g 2u einer I-T-Filtrierung von % dualisieren, und
somit gilt

X

Y X
lengthp_r- San lengthy_p Vi

Definition 3.5.4 (Maximale Gitter) Wir nennen ein volles I'-I'-Bigitter X in A ma-
ximal, wenn es ganz ist, und kein ganzes I'-I'-Bigitter in A existiert, dass X echt umfasst.
Der Begriff “mazimal” hdngt hier natirlich von der Ordnung I' ab.

Lemma 3.5.5 Seien X und Y zwei mazimale I'-I'-Bigitter in A. Dann gilt
(1) discr X = discrY

(ii) lengthy_p v = lengthy_p w0
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Beweis. Zuerst bemerken wir, dass X + Y N X! ein ganzen I'-I-Bigitter in A ist, das X
umfasst. Wegen der Maximalitit von X gilt also X + Y N X% = X, und damit X NY +
X*NY = X NY. Da trivialerweise X*NY D X NY gilt, folgt also X NY = X¥NY.
Ananlog erhiilt man X NY = X NY*,

Nun haben wir nach Isomorphiesatz (fiir T-I'-Bimdouln)

X X X4V
XNY XNyt Y

(3.4)

und andererseits
y Yy Y (v (3.5)
YNX YNXt (X+YHE (X + Y '
Nach 3.5.3 haben die rechten Seiten von (3.4) und (3.5) dieselbe Lénge als I'-I-Bimodul.
Das zeigt (ii). Des weiteren wissen wir aus Bemerkung 2.4.14, dass die rechten Seiten von

(3.4) und (3.5) als R-Moduln isomorph sind, also

length = length 3.6
englnp XNnY engiinpg XNnY ( )
Aus Bemerkung 2.4.14 wissen wir des weiteren, dass
Xt R
length, — = length
enetie % PNEMIR Qiser X
und folglich
R X# (X NY)
lengthp, ——— = length, — = lengthp, ~———— — 2 - length, ———
SR Gisr x T TR Y TSR T Ay R Ay
Die analoge Formel gilt auch fiir £~ und damit folgt zusammen mit (3.6)
length = length
EYIR Qiser X~ BUUR Qiser Y
was (i) zeigt. O

Bemerkung 3.5.6 Lemma 3.5.5 sagt uns, dass wenn in A ein selbstdualer I'-I"-Bimodul
existiert, dann ist jedes mazximale I'-I'-Bigitter in A selbstdual. D. h. in diesem Fuall ent-
spricht die Suche nach allen selbstdualen I'-I'-Bigittern in A gerade der Suche nach den
mazimalen U'-T'-Bigittern in A, denn selbstduale Gitter sind sicher mazimal. Ein mazima-
les I'-I'-Bugitter finden wir aber per Definition indem wir aufsteigende Ketten von ganzen
['-I'-Bigittern konstruieren, bis die Kette nicht mehr fortgesetzt werden kann.

Definition 3.5.7 (Abstand & Nachbarn) Sind X und Y zwei mazimale T'-I'-Bigitter
in A, so definieren wir den Abstand von X und Y als

Y
XNy

X
dist(X,Y) := length_p XAy = lengthy_

Gilt dist(X,Y) = 1, so nennen wir X und Y Nachbarn.
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Bemerkung 3.5.8 Wir kdnnen die maximalen I'-I'-Bigitter mit der obigen Definition als
Knoten eines Graphen auffassen, wo wir sagen, dass zwei Knoten durch eine Kante ver-
bunden sind, wenn die zugeordneten Gitter Nachbarn sind.

Lemma 3.5.9 Der in der obigen Bemerkung definierte Graph ist zusammenhdingend, das
heifit zwei beliebigen Knoten sind durch einen Weq aus endlich vielen Kanten verbunden.

Beweis. Seien X und Y zwei maximale I'-I'-Bigitter in A. Sei weiter
d = dist(X,Y)

Wir behaupten, dass wenn d > 1, dann existiert ein Nachbar X’ von X mit dist(X',Y) =
d — 1, was die Behauptung zeigen wiirde.
Sei also d > 1. Wir wihlen einen maximales ['-I"-Biteilgitter M von X, sodass X NY ;Cé
M G X und setzten
X =M+MnNY
X' ist ein ganzes Gitter (klar). Wir miissen nun zuerst zeigen, dass X’ auch maximal ist.
Dazu reicht es zu zeigen, dass

/

X Y
lengthr 3y = lensthn 7y

denn danach kénnen wir genau wie in Lemma 3.5.5 argumentierten, dass discr X’ = discrY,
und Y ist per Voraussetzung maximal. Es gilt
X M+MNY M M
MiNY — MENY T MAMiNY  MNY

und
Y - Y + M* ~ (Mﬁ)ﬁ M M

Miny "TMr TRy T+MY: T MNY! MNY
wobei M NY* = M NY daraus folgt, dass Y + M NY* ein ganzes I'-I-Bigitter ist, das Y

umfasst, also Y + M NY* =Y wegen der Maximalitéit von Y, und damit Y NM +Y*NM =

Y N M. Wir haben jetzt also M)fé =3 M{my gesehen, und daraus folgt, dass X’ maximal
ist.

Nach Definition gilt X’ " X =MNX +MNYNX =M+ XNY = M, und damit

X X
dlSt(X, Xl) — lengthp_r m = lengthp_r M =1

denn M war maximal in X gewahlt. Also sind X und X’ Nachbarn.
Zum Abstand von X’ und Y: Es gilt

dist(X",Y) = lengthy_p sy = lengthr_p Grpayyay = lengthr_r 3oy
# M
= lengthy_p X535 = lengthy_p W = lengthp_ 72

= lengthp_p Mk—éy = lengthp_p le, = lengthp_r Xim, —1=d-1
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womit die Aussage folgt. O

Bemerkung 3.5.10 Sei D' durch R-Algebrenerzeuger vy, . .., Vo gegeben, und I'* durch eine
R-Basis B = (B4, ..., Baimy 4)- Wenn wir den T'-I'-Bimodul T* als T°P @ I'-Rechtsmodul
auffassen, dann ist dieser offensichtlich isomorph zu M := R U™ A mit der Operation
von I'P @ I' gegeben durch

- - i @lp—=gl——v-—lp .
Ay TP @p T — RimK Axdimg A h ,i1=1,....n
M R Ir ® v — gl—— — 7B

Die Bilinearform T, auf T* induziert dann (durch zuriickziehen) auch auf M eine Bilinear-
form, deren Grammatriz beziiglich der Standardbasis gerade G := p(T,)? ist. Wir kinnen
nun leicht

(i) Testen, ob ein gegebenes Teilgitter N < M sein duales umfasst (d. h. N¥ ganz ist).
Denn steht in den Zeilen N € RImM>dmM oine Basis von N, so ist die Grammatriz

von T, beztiglich dieser Basis G' = N-G-NT, und es gilt N O N* genau dann, wenn
G/—l n Rdim]ﬂxdimM lzegt

(11) Wenn N <rooy v M ganz ist, und ein mazimales ganzes I'P @ g I'-Gitter in M, dann
konnen wir alle Nachbarn von N ausrechnen, indem wir alle mazimalen Teilgitter
von N ausrechnen, deren duales berechnen, dann wiederum alle mazimalen Teilgitter
von diesen ausrechnen, und uns dann die heraussuchen, die ganz sind. Wenn wir
eine Basis von diesen in K @g M = KM perechnen, so kinnen wir testen,
ob die jeweiligen Nachbarn zwischen M* und L liegen, indem wir testen, ob alle
Basiselemente in RV M Jicgen,

Algorithmus 3.5.11 (Bestimmung aller maximalen I'-I'-Bigitter) Sei [' gegeben
durch Erzeuger vy, ...,%, und B = (B, ..., Baim, a) sei eine R-Basis von I'%. Definiere
M wie in Bemerkung 3.5.10. Dann liefern die folgenden Schritte alle mazimalen (ganzen)
I'-T-Bimoduln zwischen T’ und I':

Schritte. Setze zuerst N := M

1. Berechne alle maximalen ['? ® g I'-Teilmoduln von N, und teste, ob einer von diesen
sein Duales umfasst. Wenn ja, ersetze N durch diesen Teilmodul und wiederhole den
Schritt. Sonst weiter mit Schritt 2.

2. Setze £ := () und N := {N*}. Solange N # (): Setze N := (). Berechne alle Nachbarn
aller Elemente in N, und fiige diese, sofern sie nicht bereits in A oder £ liegen und
sofern sie in M enthalten sind, zu N’ hinzu. Ersetze dann £ durch £LUN und N
durch N,

3. Die Elemente aus £ entsprechen nun den maximalen ganzen I'-I'-Bigittern zwischen
I' und I'¥, indem wir das jeweilige Urbild unter dem Isomorphismus zwischen I'* und
M nehmen, der von der Basis B hergestellt wird (vgl. Bemerkung 3.5.10).
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Beweis. Die Korrektheit des Algorithmus folgt unmittelbar aus den vorangegangenen
Lemmatas. U

Bemerkung 3.5.12 Wenn wir nach mazimalen ganzen wvollen Teilordnungen zwischen
¥ und ¥ in einer gegebenen Ordnung Y suchen, die ihr Duales umfasst, so nehmen wir
als T einfach das R-Algebrenerezugnis von L, denn das ist in einer mazimalen ganzen
Teilordnung zwischen Xf und X stets auch noch enthalten, berechnen eine Basis von I und
nehmen deren dual, um eine Basis fiir T* zu bekommen. Jetzt sind die Voraussetzungen
fiir obigen Algorithmus gegeben. D. h. wir finden alle maximalen U'-T'-Bigitter zwischen I’
und T%, und aus diesen kénnen wir uns dann die heraussuchen, die unter Multiplikation
abgeschlossen sind.

Enthilt K ®g X eine selbstduale Ordnung, so sind die gefundenen Ordnungen gerade
alle selbstdualen Ordnungen zwischen X% und X.

3.6 Isomorphietest fiir R-Ordnungen

Im Folgenden sei d € Z™, und A = @;", K%*%. Wir wollen einen Algorithmus angeben,
der es erlaubt zu testen, ob zwei volle R-Ordnungen A und I' in A (0.B.d.A. beide in
@;", R%*% enthalten und durch Erzeuger gegeben) als R-Algebren isomorph sind.

Lemma 3.6.1 Sei A eine volle R-Ordnung in A und
p: A=A

ein  R-Algebrenmonomorphismus.  Dann  gilt: ¢ ist  surjektiv, also ein R-
Algebrenautomorphismus.

Beweis. Wihle eine R-Maximalordnung I' in A die A umfasst. Nach dem Beweis von
Definition 2.4.19 (Maximalordnung) und Lemma 2.4.21 ist I' von der Form

éjﬂi—l . RdiXdi . TWZ
i=1

wo T; € GL(d;, K) fiir i = 1,...,m. Nun sieht man, dass I selbstdual ist beziiglich T, mit
u = 1y, denn setzte T := (Ty,...,T,,) € A, so gilt T,(T -a-T1T-b-T') = Ty(a,b),
und somit ist I% = T-1. (T - T - T71)*. T, also folgt die Selbstdualitit von I" aus der von
@.", R%*% welche man elementar iiberpriifen kann (Grammatrix aufstellen). Es gilt also
nach Bemerkung 2.4.14 (v)

r 1
length, Ao lengthp, Tisor A

und selbiges gilt natiirlich auch fiir jede andere R-Maximalordnung IV in A, die R umfasst.
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Betrachte nun ¢ :=idg ®¢p : A — A (K-lineare Fortsetzung von ¢). Nun ist o~ 1(T")
ebenfalls eine R-Maximalordnung in A (Bemerkung 2.4.20). Da ¢ insbesondere ein R-
Modulautomorphismus von A ist gilt

A1

I'
lengthj SOT) = lengthp ——

p(A)
Andererseits ist die linke Seite wie wir eben festgestellt haben gleich lengthp % Also gilt
©(A) <g A und

T r
length, — = length, ——
g R A g R SO(A)

woraus A = ¢(A) folgt. O

Lemma 3.6.2 Seien A und I seien volle R-Ordnungen in A. Dann gilt: A und T sind als
R-Algebren genau dann isomorph, wenn ein A-I'-Bimodul M existiert mit

z-m=m-z VzeERmeM (3.7)
sodass M als A-Linksmodul isomorph zu a\ und als I'-Rechtsmodul isomorph zu I'r ist.

Beweis. Zuerst die einfache Richtung: Sei ¢ : A — I ein R-Algebrenisomorphismus.
Dann setze M :=T" und definiere die Operationen von A und I' wie folgt:

a-m-b:=¢(a)-m-b Yae A,beTl

wobei auf der rechten Seite dass Produkt im Ring I' genommen wird. Bedingung (3.7)
ist offensichtlich erfiillt. Als I'-Rechtsmodul ist M trivialerweise isomorph zu I'r. Als A-
Linksmodul induziert ¢! einen A-Linksmodulhomomorphismus zwischen M und yA. Diese
Richtung der Behauptung ist damit gezeigt.

Sei nun M ein A-I-Bimodul, der Bedingung (3.7) erfiillt, und sei v : M — A ein
A-Linksmodulisomorphismus und G : M —— I'r ein I'-Rechtsmodulisomorphismus. Wir
behaupten:

o A—T: ar fla-7'(Ir))
definiert einen R-Algebrenisomorphismus zwischen A und I'. Dazu zeigen wir zuerst, dass
@ ein R-Algebrenmonomorphismus ist. Seien dazu a,b € A und r € R beliebig. Zur Multi-

plikativitét:
pla)-b) = pla-67'(1r))- B0 67(1r))
er

2 Bla-B(1r) - BB 57 (1r))

&) Bla- B0 B7(1r))))
b 57 (1r))

|
=
2

I
5
S
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wobei wir in (1) und (2) benutzt haben, dass 8 und 3! I-Rechtsmodulhomomorphismen
sind.
Zur Additivitét:
p(at+b)=p((a+b)-67' (1r))=F(a-6~" (1r)+b-8~ " (1r))=B(a-B ' (1r))+B(b-S~ " (11))=¢(a) +(b)

Zur R-Linearitat:

@31

p(r-a)=p(ar)=B(arp~ (1)) = BlaB~ ! (Ir)r)=A(a-B~ ! (Ir)) r=¢(a) r=r-p(a)

Weiter gilt
p(1a) = B(1a- 67 (1r)) = BB~ (Ir)) = 1r

Damit ist ¢ R-Algebrenhomomorphismus. ¢ ist des weiteren injektiv, denn

a € Ken(p) = pBla-67'(1r)) =0

= a-7'(1r) =0

= a-B'(1lp)-b=0 VoeTl
= a-m=0 VYmeM

— a=0 denn M =, \A

Mit derselben Argumentation ist auch
p: T — A: b ala'(14)-b)

ein R-Algebrenmonomorphismus. Damit ist also ¢ - ¢ ein R-Algebrenmonomorphismus
von A in sich selbst. Mit Lemma 3.6.1 ist ¢ - ¢ damit sogar bijektiv. Daraus folgt, dass ¢
surjektiv ist, denn wire p(A) G T', so wire ¢ (p(A)) = A S ¢(T) C A Alsoist p: A — T
ein R-Algebrenisomorphismus. O

Lemma 3.6.3 Sei A eine volle R-Ordnung in A und P ein A-Gitter. Dann gilt: P =5 Ay

genau dann, wenn dimp P = dimgp A =" dF und

dimp Homy (P, S) = dimpr Homp (Ay, S) = dimg S
fiir alle einfachen A-Moduln S.

Beweis. Analog zu Lemma 2.6.1 gilt, dass P = A, genau dann, wenn dimg P = dimpg Ay

P ~ A . . . P . . .
und TclP) = Tac(hn)’ da ein Epimorphismus von A, auf Tac(p) 20 cinem Epimorphismus

von A, auf P liftet (epimorph, da das Bild JaC—I?P) erzeugt, und damit automatisch auch P,

was eine Folgerung aus dem Nakayama-Lemma ist). Dieser Epimorphismus ist dann aus
Dimensionsgriinden injektiv. Fiir Details verweisen wir auf den Beweis Lemma 2.6.1.

Nun gilt, da fiir jedes A-Gitter M der Radikalquotient %(M) halbeinfach ist und jeder
M

Homomorphismus auf einen einfachen Modul iiber Tac(AD) faktorisiert, dass

M Vth. von S als direkter Summand von —24—
H M. S)=rH — S| 2+ Enda(S : Tac(M)
omy (M, S) =2r Homy (JaC(M)’ ) r End(S)
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Damit ist der Ismomorphietyp von Jai‘{M) durch die F-Dimensionen der Homy (M, S) fiir
die einfachen A-Moduln S eindeutig bestimmt.

Zu zeigen bleibt noch dimp(A,, S) = dimpg S, was aus dem Isomorphismus
HomA(e . A, V) %R V-e

fiir Idempotente e € A und A-Moduln V folgt, wenn wir e = 1, und V' = S setzen. O

Bemerkung 3.6.4 Seien A und I' zwei volle R-Ordnungen in A und ¢ : A — T ein
R-Algebrenisomorphismus. Weiter sei ¢ : A — A seine K-lineare Fortsetzung (also ein
K-Algebrenautomorphismus). Dann bildet ¢ die zentral-primitiven Idempotente in A auf
ebendiese ab, und permutiert sie dabei mdglicherweise. Gelte also

Q(&;) = €xey  Jir einm e Sy,

Dann muss offensichtlich gelten d; = drq fir allei € {1,...,m}. Wir kénnen also einen
K-Algebrenautomorphismus

v A— A: (a1,...,0n) = (Gza), - Gx(m))

definieren, der die Wedderburnkomponenten “vertauscht”. Dann bekommen wir eine R-
Ordnung
N = (A)

Trivialerweise gilt ' = A und ="' - ¢ ist ein Isomorphismus zwischen N und T', dessen
K-lineare Fortsetzung jedes zentral-primitive Idempotent in A auf sich selber abbildet.

Wenn wir also testen wollen, ob zwei volle R-Ordnungen in A isomorph sind, kinnen
wir 0.B.d.A. fiir jede mdgliche “Vertauschung” der Wedderbunkomponenten im obigen Sinne
testen, ob das zugehdrige N isomorph zu T' ist vermdge eines Isomorphismus, der die
zentral-primitiven Idempotente in A auf sich selber abbildet.

Definition 3.6.5 Wir sagen, zwei volle R-Ordnungen in A sind konjugiert, wenn ein
R-Algebrenisomorphismus zwischen ihnen existiert, dessen K-lineare Fortsetzung jedes
zentral-primitive Idempotent in A auf sich selber abbildet (wir kénnten auch zeigen, dass
die Ordnungen dann tatsichlich durch Konjugation mit einem Element aus A* auseinander
hervorgehen,).

Lemma 3.6.6 Seien A und I' zwei volle R-Ordnungen in A und konjugiert. Dann kann
ein A-I'-Bimodul M, der die Voraussetzungen von Lemma 3.6.2 erfillt, so gewdhlt werden,
dass K @z M als A-A-Bimodul isomorph ist zu A.

Beweis. Sei ¢ : A — I ein Isomorphismus mit ¢(g;) = ¢; fiir i = 1,...,m. Setzte
M =T und definiere die Operation von A und I" als

Am-y:=¢pA)-m-y firmeMAeAyel
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wo auf der rechten Seite das Produkt in I' genommen wird.
B := A°® @k A ist eine halbeinfache K-Algebra isomorph zu

m m
D wtet

i=1 j=1

mit zentral-primitiven Idempotenten &, ; := €; ®¢;. Fassen wir K ® p M als B-Rechtsmodul
auf mit Operation m - a ® b := a - m - b, so sehen wir, dass M - &;; = {0} fir i # j
und # {0} fiir ¢ = j. Wir kénnen also folgern, dass die zu den zentral-primitiven
Idempotenten &;; gehorigen einfachen B-Moduln als direkte Summanden in K ®p M
vorkommen, und die Summe der Dimensionen dieser einfache Moduln ist >.1", d?, was
gleich dimg K ®p M ist, womit die einfachen Summanden alle Vielfachheit Eins haben
miissen. Dasselbe Argument auf A als B-Rechtsmodul angewandt liefert A =g K @z M. [

Lemma 3.6.7 Sei

und V. =V1 @ ... @V, ein B-Modul, sodass alls V; einfach sind und V; 2 V; fir i # j.
Weiter sei 32 eine volle R-Ordnung in B und L = L1 ® ... ® Ly CV ein volles X-Gitter
in' V. Mit m; firi=1,...,k bezeichnen wir die Projektionen von V aufV; Dann gilt: Die
Menge

L:={L' CL| L istvolles S-Gitter in V und m(L') € L; - p Vi}

ist endlich (und enthdlt von jeden Isomorphietyp von vollen 3-Gittern in V. mindestens
einen Vertreter).

Beweis. Nach Jordan-Zassenhaus (Satz 2.4.24) existieren nur endlich viele Isomorphiety-
pen von vollen X-Gittern in V. Seien X; und X5 zwei isomorphe Gitter, die beide in £
liegen. Wir behaupten, dass dann lengthp XLI = lengthp X% gilt, woraus die Aussage folgt,
denn zu gegebenem Index existieren nur endlich viele R-Teilgitter in L mit diesem Index
(dies ist eine Folgerung aus der Endlichkeit %). Sei also ¢ : X7 — X5 ein Y-Isomorphismus
zwischen den Gittern. ¢ ldsst sich K-linear zu einem B-Isomorphismus ¢ : V' — V. Nun
gilt
Endg(V)XK®...0K

k mal
wo ein Element © = (21,...,2;) € Endg(V) auf V' wie folgt operiert:
x: V—V: (v,...;08) = (v1 - 21,...,05 - T)
Schreiben wir also in diesem Sinne ¢ = (P1,..., @), so sieht man leicht, dass ¢; € R*

fiir alle 4, denn sonst lage m;(Xs) = m;(X;) - ¢; entweder nicht in L; (wenn ¢ ¢ R gelten
wiirde), oder unterhalb von L; - p (wenn ¢; € p gelten wiirde). Damit gilt also ¢(L) = L,
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d. h. ¢|; induziert einen R-Gitterautomorphismus von L, der X; auf X5 abbildet, womit
der Index von X in L sicher gleich dem von X5 in L ist. U

Bemerkung 3.6.8 Lemma 5.6.7 erlaubt offensichtlich eine Erweiterung des Zentrierungs-
algorithmus auf Gitter in direkten Summen von irreduziblen Y- Gittern, sofern die direkten
Summanden als B-Moduln nicht isomorph sind.

Algorithmus 3.6.9 (Konjugiertheitstest) Seien A und I' zwei volle R-Ordnungen in
A gegeben durch Erzeuger (Ai,...,Ayn)) € AN und (v, ... , Yn(r)) € AMD) - Wir gehen
0.B.d.A. davon aus, dass alle Erzeuger in @}, R%*% C A liegen. Mittels der folgenden
Schritte ldsst sich entscheiden, ob A und I' konjugiert sind:

Schritte.

1. Bezeichne mit A°? die R-Ordnung in A gegeben durch die Erzeuger (\[,... ,)JL(A))

(wobei wir mit “™” hier “in jeder Komponente transponieren” meinen). Berechne
die einfachen A°P-Moduln Si, ..., Sser) und die einfachen I'-Moduln T, ..., Tyr.

Berechne ferner die Zerlegungsmatrizen DA™) ¢ Z’;OXS(AOP) und D) ¢ Z;OXS(F).

2. Stelle die R-Ordnung
j=1

gegeben durch die Erzeuger ()xlT ®ida,..., )‘I(A) ® id4,idg @71, ..., id4 ®"}/n(1")) aufl
(wo mit “®” hier das Kronecker-Produkt in jeder Komponente gemeint ist).

3. Bezeichne mit

m
m A= @dede — Kdixdi

Jj=1

die Projektion auf die i-te Komponente. Stelle die »-Gitter M; = Rxd} auf, wo die
Operation der Erzeuger von Y gegeben ist durch

Azwi()\jT ®ida) = m(\) " @ idga,xa,

und
Ay, (ida ®755) = id ga;xa; @m;(7;5)

Fiihre nun fiir jedes Gitter M; den Zentrierungsalgorithmus durch, und erhalte also
Mengen £; von Teilgittern von M;.

4. Fiir jedes i = 1, ..., m: Teste fiir jedes L € L;, ob

dimF HOHlep (L’Aop, S]) = dlmF Sj
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fir die j € {1,...,s(A°P)} mit D(/;Op) # 0 und

dimF HOHIF(L|F, T']) == dlmF T}

fiir die j € {1,...,s(I')} mit DEE) # 0 (die Operation auf A°? bzw. I' einzuschrin-
ken, bedeutet einfach, dass wir L als A°*-Modul auffassen und A] als AL(A\] ®id,)

operieren lassen, analog fiir I'). Bezeichne mit £ die Menge der Gitter L € L;, fiir
die das der Fall ist.

5. Falls eine der Mengen L] leer ist, sind wir fertig und kénnen sagen, dass A und T’
nicht isomorph sind (ohne Vertauschung der Komponenten). Ansonsten fiihre fiir
jedes Tupel (Lq,...,L,,) € L} x ... x L folgende Schritte durch:

(a) Fiihre fiir L := Ly ®...® L,, einen leicht modifizierten Zentrierungsalgorithmus
durch, wobei die einzige Modifikation ist, dass wir Gitter L' C L nicht erst dann
verwerfen, wenn L' C L - p, sondern bereits dann, wenn 7, (L") # L;, wobei
7, + L — L; die Projektion auf L; bezeichne. Wir erhalten also eine Menge
L von X-Gittern in L.

(b) Teste fiir jedes L' € L, ob
dlmF HOHlep (L/|Aop, S]) = dlmF Sj VJ = 1, C ,S(AOP)

und
dimF HOIIl[‘(Lllr,,Tj) = d1mFT] \V/j = 1, ey S(F)

Wenn beides erfiillt ist, dann kénnen wir aufhoren, und sagen, dass A und T’
konjugiert.

6. Wenn wir den Algorithmus im letzten Schritt nicht bereits beendet haben, so kénnen
wir jetzt sagen, dass A und I' nicht konjugiert sind.

Beweis. Nach Lemma 3.6.2 und Lemma 3.6.6 sind I' und A genau dann konjugiert,
wenn es ein A-I-Bigitter M C A gibt, dass als A-Linksgitter isomorph zu ;A und als
[-Rechtsgitter isomorph zu I'r ist. Wir werden im Folgenden nicht zwischen A-I'-Bigittern
und A°P? ®g ['-Rechtsgittern unterscheiden. Wenn so ein Gitter existiert, dann ist ¢;Me;
als e;A-Linksgitter sicher isomorph zu . 5&;A und als ¢;,I-Rechtsgitter isomorph zu ;I p.
Daher bestimmen wir in Schritt 3 alle Isomorphietypen ;A ® g e;I'-Rechtsgitter im einfa-
chen £, A @ ;A = K% x4 _Rechtsmodul. Dann testen wir in Schritt 3, welche von diesen
als A°P-Rechtsmoduln isomoph zu A°jep sind (was bei iiblicher Identifikation von A°P-
Rechtsmoduln mit A-Linksmoduln dquivalent dazu ist, dass diese Gitter als A-Linksgitter
isomorph zu oA sind), und welche als I'-Rechtsmodul isomorph zu I'r sind, wobei die Kor-
rektheit unseres Tests aus Lemma 3.6.3 folgt. In den L] stehen also nach Schritt 4 alle
[somorphietypen, die fiir e; Me; moglich waren. Daraufhin konstruieren wir in Schritt 5 (so
denn M existiert) alle A°? @ I'-Rechtsgitter in

m
@ E,L'Mé‘l'
i=1
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mit surjektiven Projektionen auf die ¢, M¢;, womit wir im Zweifelsfall M finden. Anders-
herum, wenn wir ein A°? ®@g I-Rechtsgitter finden, dass in Schritt 5 (b) zur Beendung
des Algorithmus fiihrt, so folgt mit Lemma 3.6.2 und Lemma 3.6.3, dass A und I' auch
wirklich konjugiert sind. Dass Schritt 5 terminiert folgt aus Lemma 3.6.7. U

Bemerkung 3.6.10 Der obige Algorithmus kann verbessert werden, sodass er uns tat-
sdachlich einen Isomorphismus zwischen A und U liefert, sofern diese isomorph sind.

Dazu muss man allerding einen I'-Rechtsmodulisomorphismus zwischen dem L' € L' in
Schritt 5 (b), das zur Beendung des Algorithmus fihrt, und Tt finden (dazu kénnen wir
die eindimensionalen F'-Teilrdume von % durchlaufen bis wir ein invertierbares
Element finden, und dann ein Urbild dieses Elements in Homp(L'|r, T'r) wdhlen).

Sei also ¢ : L'|r — T'r ein ['-Rechtsmodulisomorphismus, dann sagt uns der Beweis

von Lemma 3.6.2, dass

v: A—T: A= o\ ¢ Y(1p))

ein R-Algebrenisomorphismus zwischen A und T ist, und diesen konnen wir auf den Er-
zeugern A, ..., Apa) von A auswerten.
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Kapitel 4

Ergebnisse

In diesem Kapitel listen wir drei der berechneten Basisordnungen auf. Zur Notation: Den
Hauptblock von Z,G bezeichnen wir mit By(Z,G), die restlichen werden (unkanonisch)
durchnummeriert (also By(Z,G) etc.).

Die Basisordnungen von Bj(ZsS7;) und By(ZyM2) wurden ohne Kondensation be-
stimmt, By(ZySs) wurde mit der Kondensationsuntergruppe ((1,2,3)(4,5,6)) zusammen
mit dem trivialem Charakter kondensiert. Die Erzeugendensysteme sind jeweils Urbilder
von Basen von A)), redundante Erzeuger (auch offensichtliche) wurden nicht

A Jac(
Jac(A) und Jac?(A

entfernt.

Als zusétliche Invarianten geben wir die Loewy-Reihen der projektiv-unzerlegbaren
Gitter und die Ext-Koécher an. Bei den Loewy-Reihen handelt es sich um die Vielfach-
heiten der einfachen A-Moduln als direkte Summanden in den halbeinfachen Quotien-
ten %, wobei ¢ = 0,1,..., und P ein projektiv-unzerleghares A-Gitter ist. Da
nach Satz von Jordan-Zassenhaus ein £k € N und ein [ € N existieren muss, sodass
P - Jac(A)*F 22, P - Jac(A)**!) werden die Loewly-Reihen irgendwann periodisch. Sofern
wir den periodischen Teil gefunden haben, geben wir diesen an. Zur Bewandtnis der Ext-
Kocher verweisen wir auf [Ben91].

4.1 Basisordnung von B;(Zy57)

Zerlegungsmatrix
6 8
Sy S,
(2,1%) Zyt=T,[1 .
(23,1) Z3?* =Ty | 1 1
(4,13) Z¥3 =T3| 2 1
(4,3) 75 =T4| 1 1
6,1) Zy'=T5]| 1

89
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Erzeuger

Elemente in Hom,(P(S;), P(S1))":

Eingebettet in

Moelyel'sel'y@dls

wie folgt:

mp BREH mn
[.7 0o, 884, 0o, =
1 -
1 1 1 1
-1
2 .
2 2 2 2
-2
-2
2 | 6

Elemente in Hom,(P(S;), P(S2))":

wie folgt:

Elemente in Hom, (P(S,),P(S:))":

wie folgt:

Elemente in Homy (P(S;), P(Ss))

wie folgt:

Eingebettet in

yal'sd Iy

[ER

Eingebettet in

yal'sdTly

[Bm, 55N, Bm]

Eingebettet in

I'yal'sd Iy

KAPITEL 4. ERGEBNISSE



4.1. BASISORDNUNG VON B;(Z,S)

Loewy-Reihen

Der periodische Teil ist jeweils abgetrennt.

S1 S S1 S
1 0 0 1
2 1 1 0
3 1 1 1
4 1 1 1
4 2 2 1
4 2 2 1
5 1 1 2
Ext-Kocher
o3
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4.2 Basisordnung von By(Z»Ss)

Zerlegungsmatrix
1 6 14 8 40
S Sy S3 Sy Ss
(1%  zy'=T,|1 .
(2,19 72?2 =Ty |1 1 .
(22,1%) 732 =Ty 11
(23,1%)  Zy =Ty 1 1 1
Y  7Z*=Ts|. 1 . 1
(3,1°) Zy*=Tg¢|1 1 1 .
(3,22,1) z§°=T1,12 1 1 1 1
(32,12) Zy =Ty | 2 1.1
(32,2) Z3P =Ty | 2 A |
(4,1 Zy® =Tp|1 2 1 1
(4,2,1%) 728 =T, |2 2 2 1 1
(4,2%) Zy* =T 2 . 1 . 1
(4,3,1) Z5°=Tyz|2 1 1 1 1
42y  Z3*=Ty| . 1 . 1
(5,13 Zy®° =T |1 2 1 1
(5,3) ZyP=T| . 1 1 1
(6,12) Z3* =Ty |1 1 1
(6,2) Z3*=Ti| . 1 1
(7,1)  Z5*=Tp| 1 1
(8) Z%Xl = FQO 1

Erzeuger

Elemente in Hom, (P(S1),P(S1))": Eingebettet in
el @l @I @ls @l @@ @@l @l @i &g @y

wie folgt:
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4.2. BASISORDNUNG VON By(Z5Ss)

Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S;), P(S2))

|IPRSE KRG KXSE ETNGE RN RTRSE BN BTRE BT

wie folgt:

OO

EEEEEEE
OO0
OO0
[EEEEEEE N
OO0
OO0
OOmmOC0

OemO0

Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S;),P(S3)) '

'l olsdl'y@l'1 @l @ s @5 Iy

wie folgt:

OO0
OO0
OO0
OO0
OO0
OO0O0C0
OOCOmec0
[EEEE E
OO0
OO0

11 13

(RN
OO0
OOmO

Eingebettet in

Elemente in Hom,(P(S;), P(S5))":

el lg@d 1 @l @13

wie folgt:

Eingebettet in

Elemente in Hom,(P(S,), P(S1))":

|IPRSE KRS FXSEETNGE BTN BTG BN TN BT

wie folgt:
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Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S3), P(Ss)) '

|IPRGE YN PEGE RS PG FECEETECE NTREE SRS EVRGE RERSGE BTRGH BTAGH ETRN BT

102

14

38 22
26 42

wie folgt:

Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S2), P(53)) '

IERSN DRSE RS KRGH BIRE STRGE BERGE SEXCE ETRGE BT BT

wie folgt:

O
EEEEEEEE

[EEE
OO0O0C0
[EEEE
[EEEE =
[N

[ -

Eingebettet in

Elemente in Homy(P(S,), P(S4))":

Nolsel'y eyl @l @l'a @ 'is @ is

wie folgt:
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4.2. BASISORDNUNG VON By(Z5Ss)

Eingebettet in

Elemente in Homy (P (S3), P(S1)) '

'@l 0Is @l @M1 @Il @izl @Iy

wie folgt:

14

18

Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S3), P(Ss)) '

IENSE PRCE RS FASE ETEGE BTRGE BERGE BERGH ETRGH BTSN BT

wie folgt:

15

10

Eingebettet in

Elemente in Homy(P(S3), P(S3))":

el @le @7 @l @y @l @l @l @lis @' s

wie folgt:

30

14

Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S;), P(S2))

ol el el @l @lNa @' ® s
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24

1 1
D om
O EaE
oo © Eun
OmmCD) ~ OIm
O D O —
O O [ Eess
O NS O EEmEnE]
ERnnn| = O EEmEnE]
w0 > ~ = - | o EEmmEs
o e, oo Fl OO0
- - — -
oo Q0 @ = EEmEn) N oo BT
[E_mmw| 0 EnEn_u| EENEN | ) O
EREEw o O « Eann
OO g = OO g = [EaEEEE| = — oo
00000 o o ¥ 0000 N o o 0000 o — -
EEmnnw] = ® Eanmnw] = =® Eamnww] — = gamsaam
EEsmEEEE - £ — OO - | = et ~ Eesmsnew) “ = b EEEEEEEN
= : & HEm : o HHEE : o R
SRR = OO = — OO o ~ O
OO0 © o ¢ b EnEnnnnn| - L — EEREEREN A L OO
Ennnnnnn] 80 ~ oo S oo IO oo
EEENEREN = —~ CCO = ® EEEnERE = > -~
EREnERE C - 5 D EEnnnnEN - 5 EEanEn - 5 = -
OmmCD) = Orrm a OO ] D Eun)
EEEnn| . = O e . EEEES | . -
EREnn| a e —~ O L ERmnnN o 0 [ .
EREnE _ @ O _ ERmnnN| _ — Eann|
e 3 e S > Eemmm = @ Eem
-~ ~ ~ 0 —
oo wn - oo ) — n -
EEEEEE X SEmEES ( ~ EEamas
EEmEnE] ™ SN D EREEnE] - SN SN O
ERmEnw] -~ NS EEEEnE] -~ -~
Enmnnw] = Ennmnw] = - ERmEnN]
- ST - ) ) S
oo P oa P P
- <t IS
| ~— — [l | ~— ~—
on < ERH < <
oo g En g g
| | | I |
= = =
g g g
= = =
Q Q Q
= £ k= £ = £
3) o0 13 o0 3) o0
& s & e £ S

wie folgt:
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4.2. BASISORDNUNG VON By(Z5Ss)

Eingebettet in

Elemente in Homy (P (S5), P(S4)) "

ol eI

wie folgt:

| —
OOOmc
OO0
OO
OO
OO
Ood

EEEEEE u}
OO0
OO0
OO0
EEEEEEE N
[EEEEEEE N
[EEEEEEE N
EEEEEEEE

OO00Om0
OO0
OO0
OO0
OO0

OO0
| IS

Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S5), P(Ss)) '

Ielgplgd 11 @@ s

wie folgt:

Loewy-Reihen

Hier wurden nur die ersten 5 Schichten berechnet, es ist daher kein periodischer Teil ein-

gezeichnet.

Sy S5 Sy Ss

S

Sy S Sy S5

S

Sy S Sy Ss

Sy

Sy S3 Sy S5

S

Sy S Sy S5

S
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Ext-Kocher

< T
.40\\____,_,,,7.831

4.3 Basisordnung von By(ZyMs)

Zerlegungsmatrix
1 10 44
S Sy S3
1 Zy'=T,]1 .
11 Z3*=Ty |1 1
1 z3*=T3 |1 1 .
45 732 =T, | 1 1
54 Z3*=Ts5| . 1 1
55 Zy=T¢ |1 1 1
55 Zy P =T;|1 1 1
55" 7yt =Tg |1 1 1
66 Zy° =Ty |2 2 1
99 Zg*t=:Tp|1 1 2
120 Z2>T =Ty, |2 3 2
Erzeuger

Elemente in Hom, (P(S;),P(S1))": Eingebettet in
Helolsolholedl7ols@ly® o ® I

wie folgt:




4.3. BASISORDNUNG VON By(ZyM;5)

Elemente in Hom, (P(S;),P(S2))": Eingebettet in
[IPRCE PR RGN FESE NG KX BIEE BT

wie folgt:

1 2
- 12

Elemente in Hom, (P(S5;),P(S3))": Eingebettet in
Lioleplrols@ly@ @'

wie folgt:

Elemente in Homy (P(S2), P(S1))":  Eingebettet in
Dolselsalr@ls@ly @@

wie folgt:

Elemente in Homy(P(S2), P(S2))": Eingebettet in

loplsplselgbl@lsd g ob 'y
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wie folgt:

2
3

14

Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S,), P(S3)) "=

s@ole @7 @I @ lg@ o @Iy

wie folgt:

Eingebettet in

Elemente in Homy(P(S3), P(S1))":

ol @l's®lg @D Iy

wie folgt:

Eingebettet in

Elemente in Homy (P(S3), P(S2)) "=

sels 7@l @y @ o ® Iy

wie folgt:
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2 4 4 2 14 26 1 -

Elemente in Hom, (P(S3),P(S3))": Eingebettet in
yolselsdly@Ts@ly® @'y

wie folgt:

Loewy-Reihen

Hier wurden nur die ersten 10 Schichten berechnet, es ist daher kein periodischer Teil
eingezeichnet.

S; Sy Ss Sy Sy S Sy Sy S
1 0 0 0O 1 O 0 0 1
1 2 1 2 2 1 1 1 2
5> 3 3 3 4 3 3 3 3
7T 6 4 6 6 4 4 4 5
9 8 6 8 9 5 6 5 6
9 8 7 8 9 7 7T 7 6
139 6 9 11 7 6 7 8
9 11 7 1 11 7 7T 7 8
10 8 9 8§ 11 8 9 8 7
13 11 5 1 11 7 5 7 9
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Ext-Kocher

'1032



Erklarung

Hiermit versichere ich, dass ich die Aufgabenstellung selbstindig bearbeitet und keine aufer
den angegebenen Hilfsmitteln verwendet habe.

Aachen, 28. September 2008
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